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Introduccid

Aquest llibre és el resultat de molts anys d’experiéncia dels autors en la docéncia de I'assignatura Ma-
tematiques | de I'Escola Universitaria d'Optica i Optometria de Terrassa (EUOOT) de la UPC, com també en
d‘altres assignatures de continguts similars. LEUOOT ha impartit durant molts anys la Diplomatura d'Optica
i Optometria de forma presencial i ara fa dos anys va incorporar també una modalitat semipresencial de la
mateixa titulacié. La no-presencialitat de gran part de la docéncia en aquesta modalitat en |'assignatura de
Matematiques | va significar un augment considerable de material didactic, el qual ha estat I'embrié per a
I'edicié d'aquesta obra.

Aguest llibre té com a objectiu principal facilitar I'aprenentatge del seu contingut a les lectores i els lectors,
i per a aixd pretén sobretot ser entenedor. Amb aquest proposit, les explicacions teoriques s'acompanyen
amb molts exemples i moltes il-lustracions grafiques dels conceptes i les propietats explicades. S"ha procurat
optar pel llenguatge senzill en lloc del formalisme, sense oblidar el necessari rigor cientific. Només s’hi
incorporen les justificacions de les propietats quan aixo n'afavoreix la comprensié o utilitzacio dels resultats,
i I'emfasi sempre es fa en aquests resultats.

Pel mateix motiu, cada apartat comenca amb una relacié dels seus objectius concrets d'aprenentatge, amb
vista a destacar-ne les parts més essencials i orientar el treball dels estudiants. Al final de cada apartat
es presenten una série de problemes resolts, seguits per problemes proposats, dels quals es donen les
solucions. Finalment, com a annexos al llibre es faciliten uns arxius amb guions de practiques per fer amb
ordinador (programa Maple), que completen la part de problemes.

El contingut d’'aquesta obra comprén temes de trigonometria i de calcul diferencial de funcions d'una
variable i de diverses variables. Aquest és el contingut de I'assignatura, que és part de les matematiques
que s'estudien a la titulacié. El sequiment del llibre requereix coneixements previs de matematiques a nivell
d’ensenyament secundari. Tot i aixi, alguns temes de secundaria es repassen de forma completa, ja que
son fonamentals per al sequiment del llibre. En particular, al primer i segon capitols hi ha parts que sén de
repas; en canvi, els capitols tercer i quart correspon a temari completament nou.

A més dels que estan especificament lligats als coneixements anteriors, és també un objectiu aconseguir
les habilitats d’aplicar els coneixements matematics a la resolucié de problemes, a identificar i descriure
models, i a predir resultats. | també es pretén contribuir a desenvolupar les capacitats seglients: reconéixer
i investigar problemes; saber accedir a la informacié adequada; expressar, processar, establir relacions i
interpretar informacié i idees; formular i proposar solucions; comunicar els resultats; treballar en grup, i
treballar amb arees de coneixement diverses.

El seguiment i I'aprenentatge d’aquest llibre s'estima que requereix, de mitjana unes 70 hores, repartides
en 14 setmanes. Els capitols no tenen una llargada uniforme: el primer capitol comporta unes 17 hores
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d’estudi, el segon és el més llarg i s'estima en unes 25 hores, el tercer és curt i amb unes 8 hores n’hi
ha prou, i I'Gltim capitol necessita unes 20 hores. En general, per a cada capitol es preveu el repartiment
seglient: un 40 % del temps per a I'estudi de la teoria; un altre 40 % per a la resolucié i comprovacié de
problemes, i un 20 % per a la realitzaci¢ de practiques amb ordinador.

Les autoresi els autors volem agrair a tot el professorat de la Seccié del Campus de Terrassa del Departament
de Matematica Ill de la UPC el suport i I'ajut en la realitzaci¢ del llibre. En especial, agraim a la professora
Roser Guardia i Riera i al professor Victor Mafiosa i Fernandez la seva contribucié en I'elaboracio dels
guions de practiques. També el nostre agraiment a I'Escola Universitaria d'Optica i Optometria de Terrassa,
al Departament de Matematica Aplicada lll i al Campus de Terrassa, per les infraestructures i els serveis que
posen a la nostra disposicio i que han permeés realitzar aquesta obra.
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Geometria del pla

En aquest capitol, es tracten diversos temes de la geometria plana que sén Utils per a I'estudi de I'Optica i
la Optometria o per al seguiment dels capitols posteriors d'aquest llibre. Les dues primeres seccions tracten
amb una certa profunditat la trigonometria i les funcions trigonometriques, mentre que el tercer apartat
fa una introduccié breu d’altres elements geometrics, com vectors, punts, rectes i circumferéncies.

1.1 Angles i triangles 1

En aquest apartat, es repassen conceptes basics de trigonometria. Es comenca amb el concepte d'angle
fins arribar a definir i representar graficament les raons trigonomeétriques d’un angle compres entre 0 i /2
radians. Els triangles juguen un paper principal en aquest apartat, especialment els rectangles.

Els objectius especifics d'aquest apartat son:

—Coneixer els conceptes d'angle, suma d’angles i mesura d'un angle.

—Identificar angles iguals.

—Trobar la mesura d’angles utilitzant propietats geometriques.

—ldentificar triangles semblants.

—Coneixer les relacions entre els angles i els costats d'un triangle.

—Calcular les longituds dels costats d’un triangle semblant a un altre, quan sigui possible.
—Representar graficament les raons trigonomeétriques d'un angle agut.

1.1.1 Concepte d’angle. Igualtat. Propietats

Dues rectes contingudes en un pla només poden ser paral-leles o incidents, tal com mostra la figura 1.1.1.

Rectes paral-leles Rectes incidents

Fig. 1.1.1 Posicions relatives de dues rectes
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Fig. 1.1.2 Quatre angles determinats per dues rectes i el seu  Fig. 1.1.3 Quatre angles rectes
vertex comu

Quan dues rectes sén incidents, determinen quatre angles (Fig. 1.1.2). El punt d'interseccié de les rectes
és el vertex de cadascun d’aquests quatre angles. Cada angle esta determinat per dues semirectes amb
origen en aquest vértex.

Els angles a i (3 de la figura 1.1.2 comparteixen el vértex i una de les semirectes que els determinen; en
aquest cas, s'anomenen angles consecutius. També sén consecutius B i o, o’ i ’, aixi com i a. Els angles
o i a’ son angles oposats pel vértex. També son oposats pel vértex els angles i 3.

Dos angles son iguals quan es poden superposar mitjancant desplacaments o girs.

Propietat dels angles oposats pel vértex
Dos angles oposats pel vertex son iguals, és a dir, a = o’ i =’

Quan els quatre angles formats per dues rectes incidents sén iguals, s'anomenen angles rectes (Fig. 1.1.3).

La propietat segtient indica algunes relacions d’igualtat entre angles segons la forma d’obtenir-los.

Propietat dels angles formats en tallar rectes
paral-leles

Quan una recta talla dues rectes paral-leles,
els angles que tenen el vertex en una de les
paral-leles coincideixen, de forma corresponent,
amb els angles que tenen el vertex en I'altra rec-
ta paral-lela, tal com mostra la figura 1.1.4.

Fig. 1.1.4 Igualtat d'angles corresponents en tallar dues rectes
paral-leles
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1.1.2 Suma d’angles. Mesura d’angles

a+f

Fig. 1.1.5 Suma de dos angles consecutius

La suma de dos angles consecutius o. i § és I'angle
determinat per les dues semirectes que no compar-
teixen. La suma de dos angles s'il-lustra a la figura
1.1.5. Per a sumar dos angles és necessari desplacar-
los i girar-los per tal que resultin consecutius.

La mesura dels angles s'estableix a partir de la base
seglent: la suma dels quatre angles determinats per
dues rectes incidents és, per definici¢, igual a 360
graus o 27 radians. Aixi, resulta que un angle recte
mesura 90 graus o 7 radians, la quarta part de la
suma total.

En el cas de dues rectes incidents, la suma de dos angles consecutius és exactament igual a la meitat de la
suma dels quatre angles; per tant, és 180 graus o & radians. Dos angles consecutius que sumin 180 graus

o « radians s'anomenen angles adjacents.

Per a convertir la mesura d'un angle a graus o radians, s'apliquen les proporcionalitats segents:

Canvi d'unitats de mesura dels angles

Per a passar de graus a radians, s’ha de multiplicar per —

/s
180

: . 180
Per a passar de radians a graus, s'ha de multiplicar per —
T

Exemples
Si o = 50°, aleshores a = 50° —— X
ST 1800 18
180 180
*Sif= rad|ans aleshores 3 = i graus
T n 7

S5
= — radians

Els angles s'anomenen, segons les seves mesures:

—Angles aguts, quan son inferiors a 90 graus o 7/2 radians.
—Angles rectes, quan mesuren exactament 90 graus o 7/2 radians.

—Angles obtusos, quan mesuren més de 90 graus o xr/2 radians i no superen els 180 graus o x radians.

Exemples

A la figura 1.1.6a, I'angle A és agut i mesura 45°; I'angle B també i mesura 25°, i I'angle C és obtUs i

mesura 110°.

« Alafigura 1.1.6b, els angles O i Q sén aguts i fan 50° i 40°, respectivament, i I'angle P és recte i fa 90°.

© Els autors, 2010. © Edicions UPC, 2010
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a) Els tres angles d'un triangle b) Triangle amb un angle recte

Fig. 1.1.6aib

Propietat de la suma dels angles d’un triangle
La suma dels tres angles d'un triangle és igual a 180 graus o 7 radians.

Aquesta propietat es pot argumentar fent servir les propietats anteriors. A partir de la representacié d'un
triangle, tal com mostra la figura 1.1.6a, es completa el grafic de la forma segtent.

En primer lloc, es traca una recta que passi pel vertex
de I'angle C i que sigui paral-lela al costat oposat a
c/A aquest vertex. Tot sequit, es perllonguen els costats
del triangle que concorren en el vértex de C, tal
com mostra la figura 1.1.7.

Les propietats anteriors permeten assegurar que els
dos angles C han de coincidir perque sén opo-
sats pel vértex, que els dos angles A han de coin-
Fig. 1.1.7 Els tres angles d’un triangle sumen x radians cidir perque es corresponen en tallar dues rectes

paral-leles per una altra recta. | també, pel mateix
motiu, coincideixen els angles B. D'altra banda, aquests tres nous angles sbn consecutius i s'observa que
la seva suma és un angle de 7 radians o bé 180 graus.

Amb aquesta propietat, resulta que el tercer angle d'un triangle esta determinat per la mesura dels dos
primers.
Exemple

Suposant que la mesura de I'angle A de la figura 1.1.6a sigui de 45 graus i que la de I'angle B sigui de 25
graus, es dedueix que I'angle C ha de mesurar 110 graus. En efecte:

A+B+C =180
45+25+C =180
C=180-45-25 =100

Els triangles reben noms diferents segons els seus angles:
—un triangle amb un angle recte és un triangle rectangle,

—un triangle amb tots els angles aguts és un triangle acutangle i
—un triangle amb un angle obtus és un triangle obtusangle.
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Funcions d’una variable

En aquest capitol, es tracten les funcions d'una variable pel que fa a temes de continuitat i derivacio, i les
seves consequéncies. El capitol s’inicia presentant les funcions elementals, les més utilitzades; excepte les
funcions trigonomeétrigues, que s'han vist al capitol anterior. Els dos apartats segtents formen un conjunt,
on es tracten temes relacionats amb la continuitat i els limits; temes importants de per si i també per a
I'estudi de la derivacié. Els altres dos apartats es dediquen a la derivacio i les seves aplicacions a I'estudi de
funcions, que sén molt importants.

L'estudi de funcions d'una variable es completa amb el capitol segtient, dedicat a I'aproximacié de funcions.
Per altra banda, molts dels temes d'aquest capitol sén essencials per a I'Gltim capitol, on s'estudien les
funcions de més d'una variable, ampliant els conceptes que s'estudien en aquest capitol.

2.1 Funcion's el em e o1 1

En aquest apartat, es fa un repas aprofundit d'algunes de les funcions reals de variable real més elementals,
com son les funcions exponencials, les funcions logaritme, les funcions polinomiques i la funcié valor
absolut. S6n també funcions elementals les funcions trigonometriques que s'han vist al capitol anterior.
Les funcions elementals son molt importants, ja que la majoria de funcions utilitzades s’expressen a partir
de les elementals.

En aquest apartat, es presenten les propietats basiques d'aquestes funcions. En els apartats segtents, se
n’estudiaran altres propietats, com la continuitat, la derivabilitat i temes relacionats. A més, algunes de
les propietats descrites en aquest apartat per a les funcions elementals, com la monotonia, s'estudiaran
detalladament i en general a la resta d'apartats d'aquest capitol.

Els objectius especifics d’aquest apartat sén:

—Coneixer les funcions exponencials, logaritmiques, polinomials i la funcié valor absolut.
—Coneixer el domini i el recorregut d'aquestes funcions.

—Coneixer les grafiques d'aquestes funcions.

—Coneixer els punts significatius d’aquestes grafiques.

—Saber quan aquestes funcions sén creixents i quan son decreixents aquestes funcions.
—Coneixer les propietats algebraiques d’aquestes funcions.

—Manipular algunes expressions relacionades amb aquestes funcions.

—Completar quadrats.

—Factorizar polinomis de grau dos.
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2.1.1 La funcié exponencial

Donat un numero real @ > 0, s'anomena funcié exponencial de
base a la funcio f definida per a tot valor real de x mitjancant

fix—>a

és a dir, la imatge f(x) és la potencia de base a > 0 i exponent x

En aquest text, tan sols es considera el cas de base positiva (a > 0), que és el que interessa. En canvi,
I'exponent (x) pot ser tant positiu com negatiu.

La definicié de la poténcia a*, essent x un nombre real, es construeix per extensio del cas en queé I'exponent
és enter. Inicialment, es defineix a” amb n natural, que és un producte n cops de a per si mateix, és a dir,
a" =a-a-"- a. En segon lloc, es defineix a™ amb exponent negatiu (enter), que és I'invers de a”, és
. 1 . " . L1 . L
a dir, a™ = —. En tercer lloc, an, que és una arrel enésima, és a dir, an = {fa. Després es defineix a”
a

perar = d racional, que és I'arrel g-ésima de la poténcia p, és a dir, @’/ = {/ar. |, finalment, per pas al
limit, s'obté a* per x irracional. Aquest Ultim pas utilitza el fet que qualsevol nombre real x és el limit d'una
successié de nombres racionals 7, i es defineix el valor de a* com el del limit de la successio a'.

Exemple

« Per tal de definir 5*5, es considera la successio de nombres racionals {1,1.4,1.41,1.414,1.4142,...} de

les aproximacions successives de V2, gue tendeix a V2.1, per tant, es defineix el numero 5Y2 com el
limit de la successio

51 — 5’ 51.4 — 1101514’ 51.41’ 51.414’ 51.4142’ R 5\/5

Algunes de les propietats més importants de les
poténcies sén les seglents, on x i y s6n nombres
reals qualssevol ia,b > 0

X

a‘a =a™ 4 _ a
a’
at a\®
e 2o()
@bt =ab)y =g
(@) =a” a’ =1, =1

Les grafiques de les funcions exponencials a* apa-

Fig. 2.1.1 Grafiques de diferents funcions exponencials reixen a la figura 2.1.1, on es veu que el valor de la
base a és clau per al pendent o ritme de variacié de
les funcions.

Una de les exponencials més freqlients és la que té per base el nimero de Neper, e = 2.718281828. ..
Aquesta funcié a vegades s'escriu amb el simbol exp, és a dir:

exp(x) =e*
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O, 1) (1,a) 0,1)

X X

Fig. 2.1.2 Grafica de a* pera > 1 Fig. 2.1.3 Graficade a* perO <a < 1

Propietats
A les figures 2.1.2 i1 2.1.3, s'il-lustren algunes de les propietats segUients.
e La funcié f(x) = a* esta definida per a tot x € R. El seu domini és R.

* El recorregut és R* = (0, +0), 0, el que és equivalent, les imatges mai no sén negatives ni nul-les. A
més, tot valor y > 0 és imatge per algun x € R.

«Els punts (0, 1) i (1, @) pertanyen a la grafica de a*, per a tot valor de a.
» Monotonia
—La funci6 a* és estrictament creixent quan a > 1. Esadir, six <y = a* < @’

—Per contra, és estrictament decreixent quan 0 <a < 1. Esadir,six <y = a* > @

«Les funcions exponencials transformen sumes en
productes, és a dir:
y
fGr+x0) =a"™ =a"a? = f(x)f (x).
e , 1
eLes grafiques de f(x) = a* i gx) = |—] son
a
simetriques respecte de I'eix OY (Fig. 2.1.4).
0Ny (1
Enefecte, f(x) =a" = || = =[-| =g(-x).
a a
. , e
e Les funcions f(x) = a* i g(x) = | —| satisfan que
X a
f(x)g(x) =1, per a tot valor de x.
Fig. 2.1.4 Simetria respecte de I'eix OY de a* i i x 1y 1y x
9. 21 P p En efecte, f(x)g(x) = a 2] = a; =1"=1.
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2.1.2 La funcié logaritme

L'operacié inversa de la potenciacié (que s'ha vist a |'apartat anterior) és el calcul de logaritmes.

Donats els nombres a > 0, u, v, es diu que u és el logaritme en base a de v,
u=log,v si v=a"

Es a dir, u és el logaritme de v si aquest és la poténcia de u (en base a).

Exemples

+ 2% = 16; per tant, 4 = log, 16, i es diu que 4 és el logaritme en base 2 de 16

* Calcul de log, 32
log,32=ue2"=32su=>5,

amb la qual cosa resulta que log, 32 =5

« log,,0.001 = -3 ja que log,, 0.001 = u & 10" = 0.001 & u = -3

1Y 1
. log% 025=ue (5) =025 = 1 & u = 2; per tant, log% 025=2

El cas @ = 1 no té cap sentit. Com que la funcio exponencial de base a = 1 és constant, d'una banda,
per exemple, 1 = 17 hauria de comportar que 7 = log, 1, perd també 1 = 1'?7 i, conseglentment,
també hauria de ser 127 = log, 1. Per tant, la definicié de la funcié logaritme tan sols es té en compte
guan la base a és positiva i diferent de 1.

Siu>0,peraa>0ia# 1, ellogaritme de u en base a (v = log, u) sempre existeix. Finalment, s'observa
gue el zero i els nombres negatius no tenen logaritme de cap base, ja que els resultats a” sén sempre més
grans que zero.

Propietats

e El logaritme d’un producte és igual a la suma dels logaritmes dels factors:

log, (uv) = log, u + log, v.

« El logaritme d'un quocient coincideix amb la resta del logaritme del dividend menys el logaritme del
divisor:

log, (E) = log,u —log, v.
%
« El logaritme d'una poténcia és igual al producte de I'exponent pel logaritme de la base:

log, (") = klog, u.
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« El logaritme d'una arrel és igual al logaritme del radicand, dividit per I'index de I'arrel:

1
log, (Yu) = — log, u.
n

e Els logaritmes d'un mateix nimero u en dues bases diferents a i b es relacionen de manera que

Per a un nombre reala > 0 ia # 1, s'anomena funcié logaritme en
base a la funcié f definida per a tot valor real de x > 0 mitjancant

fix—log,x

és a dir, la imatge f(x) és el logaritme en base a de x.

y at
log, x
X
Fig. 2.1.5 Grafiques de diferents funcions logaritmiques Fig. 2.1.6 Les funcions logaritmiques sén reciproques de les

funcions exponencials

Les grafiques dels logaritmes apareixen a la figura 2.1.5, on s’observa que el valor de la base a és clau per
al pendent o ritme de variacié de les funcions.

Una de les funcions logaritmiques més frequients és el logaritme neperia, que té per base el nimero de
Neper, e = 2.71828 ... A vegades, s'escriu amb el simbol In, és a dir, In (x) = log, (x). A més, quan s’escriu
log (x), sense especificar la base, acostuma a ser el logaritme de base 10.

Com que la funcié logaritme en base a és la funcié inversa o reciproca de I'exponencial, la seva grafica

és la corba simetrica respecte de la bisectriu dels quadrants primer i tercer de la grafica de I’'exponencial
(Fig. 2.1.6).

Les grafiques de les funcions logaritmiques de base a i base — sén simétriques entre elles respecte de |'eix
a

0X, ja que:
1 log, x log, x log, x )
0og1x = = = = —log, x
a 1 _ _ a
log, ~ log, 1 —log,a 0-1
a

© Els autors, 2010. © Edicions UPC, 2010 Funcions d'una variable 55 m—



Aproximacié de funcions

En aquest capitol, es tracta I'aproximacié de funcions d'una variable de forma global. A I'apartat 2.4.7,
s'ha vist una aproximacié de funcions de forma local, és a dir, entorn d'un punt donat. En canvi, en aquest
capitol s'estudia I'aproximacio de forma global, és a dir, en un interval que conté diversos punts donats.

Atesa la complexitat de la teoria corresponent, i per tal de facilitar-ne la comprensié, en aquest capitol
s'exposen els diferents conceptes a partir d'exemples més que no pas a partir de férmules i plantejaments
generals. D'altra banda, els calculs necessaris son llargs i, per tant, es planteja fer els calculs amb ajut de
programes d’ordinador, com el Maple o altres que permetin calculs matematics.

Per al sequiment d'aquest capitol, son especialment necessaris els continguts dels apartats 1.2 i 2.1.
Els objectius especifics d’aquest capitol son:

—Saber que vol dir interpolar funcions.

—Coneixer la técnica d'interpolacié polinomica per a I'aproximacio de funcions.
—Conéixer les limitacions d'aquest métode.

—Valorar I'error d’interpolacié.

—Saber que és la interpolacié a trossos.

— Coneixer la tecnica de I'ajust minim quadratic i utilitzar-la en cas de dades amb error.

3.1 Interpolc1ci 6 1ol O i C O 1

En moltes situacions practiques, es disposa d’alguns valors d'una funcio i, a partir d'ells, es volen estimar
valors intermedis d'aquesta funcié. Per exemple, un cable determinat cable ha registrat I'elongacio, y, per
a tres valors d’esforg, x, que sén 10, 50 i 80, i se n’ha obtingut y(10) = 17, y(50) = 122, y(80) = 293.
Aix0 equival a donar els tres punts del pla (10, 17), (50, 122), (80,293). El problema que es planteja és
estimar, a partir dels valors observats, les elongacions per a esforcos intermedis, per exemple, per ax = 25
ix = 65. En general:

El problema d’interpolacié

D’una funcié y = f(x), se’n coneix només un conjunt de m+ 1 valors,

(X0, f(x0)) 5 -+« » (X5 f (X)), 1 €5 VOI calcular f(x) per a un valor de x
diferent dels valors xy, . . ., x,,.
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Fig. 3.1.1 Diagrama de punts al pla Fig. 3.1.2 Diagrama de punts de |'exemple 3.1.1
Fent servir la notacié y; = f(x;), els valors observats també s’escriuran (xo, ¥o) » - - + » (Xi> Yim)-

Graficament, el conjunt de valors (xq, yo) 5. - . , (X, V) €S representa mitjancant un diagrama de punts en
el pla, com el de la figura 3.1.1.

Exemple 3.1.1
Per les dades d'esforc i elongacio, (10, 17), (50, 122), (80,293), es té el diagrama de la figura 3.1.2.

El calcul de f(x) es realitza fent servir una funcié polindmica g que aproximi f, construida a partir de la
informacié que proporciona el conjunt de valors (xq, f(x0)) , - . . » (X, f (X)).

El valor obtingut per a f(x) mitjancant la funcié g és una aproximacio millor o pitjor del valor real de f(x),
depenent de les condicions de calcul.

Per al calcul de la funcié d'aproximacio, es consideren dos procediments i es fan servir I'un o I'altre depenent
del grau d’error de les dades.

Si les dades es poden considerar precises, es fa servir I"Gnica fun-
Ci6 polinomica, g(x), de grau m, que compleix g(x;) = y; per a to-
tes les dades observades (xg, yo) - - - » (X,u> Vi) En aquest cas, g(x)
s'anomena polinomi d’interpolacio i I'aproximacié de y = f(x) per
g(x) es diu que és el valor d’interpolacio.

Aquest métode s'estudia als apartats seglents.

Quan a les dades hi ha error, no es considera necessari que la funcié polindmica d'aproximacié g compleixi
g(x;) = y; per a cada un dels m + 1 parells de valors (xg, ¥o) , . . -, (X,n, V). En @quest cas, cada observa-
cio considerada individualment pot ser incorrecta a causa d'aquest error, i llavors s'opta per prendre com a
funcié d’'aproximacié una funcié que representi la tendéncia de les dades considerades conjuntament. Per
fer-ho, s'utilitza el métode dels minims quadrats, que s'estudia a |'apartat 3.2.
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3.1.1 Interpolacié lineal

La interpolacio lineal és el cas més simple d'aproximacié per interpolaci¢ i consisteix a prendre com a
funcioé d’'aproximacié un polinomi de primer grau.

Si es tenen dos punts (xo, ¥o) , (X1, 1) el polinomi d'interpolacié per
a valors de x entre x, i x; és el polinomi de primer grau y = g(x) =
ax + b, que correspon a l'equacié de la recta que uneix els punts
(0, y0) 1 (X1, Y1)

Per calcular-lo, és suficient resoldre el sistema d’equacions, d’incognites a i b, que s'obté en imposar que
vy = ax + b passi per (xg, yo) i (x1,y1). Aix0 és:

{yo = gxo) =axo+b
yi = gkx) =ax; +b
Exemple 3.1.2

3 2
Es vol estimar el valor de sin ?ﬂ a partir de saber que sin0 = 0, sin% = 7\/_ [ sing =1 (Fig. 3.1.3).

Una primera possibilitat és considerar els punts
(0,0)i(m/2,1), i prendre com a funcié d'aproxima-
ci6 la que correspon a la recta que passa per ells.
L'equacié de la recta correspon a una funcié po-
lindomica de primer grau g(x) = ax+b, que compleix
el sistema d’equacions:

{ 8(0) =0
g(r/2) =1

. { aO+b =0
Aix0 és

ax/2)+b =1

Fig. 3.1.3 Funcio sinus

2
D'aquiresultaa = 2/n, b = 0, i la funcié d'aproximacio és g(x) = —x (Fig. 3.1.4).
s

. 3 . 3\ . . . o
Llavors, el sinus de 3 s’'aproxima per g 3 (Fig. 3.1.5) i el valor d'interpolacio és

=0.75

L3r_ (3) _207/8)
g S\%)T &

S'observa, en aquest cas, que l'error comeés en interpolar a partir dels punts (0,0) i (m/2, 1) és de I'ordre
de 0.17.
. (3m 3
si|{——| — —_—
g ¢\78
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0,0)

2
g0 = —
X

sinx=0.92—ld

075 4-—---
0.5

g ==
/g
Y
3 2 -1 0 1 2 3
~1.5
Fig. 3.1.4 Recta d'interpolacio Fig. 3.1.5 Aproximacio per interpolacio lineal
Exemple 3.1.3

A continuacio, es repeteix |'operacié d'interpolacié pero prenent els punts (7T/4, \/5/2) i(m/2,1).S'observa
gue aquests punts sdbn més proxims entre si que els punts (0,0) i (r/2, 1) utilitzats abans.

La recta que uneix aquests dos punts té per equacio:

y = 0.3729232288x + 0.414213562

La funcié d'interpolacié és llavors:

g2(x) = 0.3729232288x + 0.414213562

. . , . 3m
i el valor d'interpolacié per a sin 3 és:

sin X = g, (3_”) = 0.3729232288 (%’T

8 8

A la figura 3.1.6 es mostra graficament la interpolacié.

L'error d'interpolacio és, en aquest cas, de I'ordre de 0.07.

) +0.414213562 = 0.85355

82(x)

SINY ———pt——————
085 $=====

0.5 1

Fig. 3.1.6 Interpolaci¢ lineal de y = sinx Fig. 3.1.7 Dues interpolacions lineals de y = sin x
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Funcions de diverses variables

En aquest capitol, s'estudien les funcions de diverses variables pel que fa als temes relacionats amb
derivacié. A més dels conceptes basics, com el domini i la representacié grafica, es tracten les derivades
parcials, I'aproximacio lineal, el gradient i una mica els extrems relatius.

Tots els conceptes s'introdueixen com a extensié dels corresponents conceptes de funcions d'una variable,
estudiats al capitol 2. Es tracten sobretot les funcions de dues variables, per facilitar la comprensio i
perque es pot estendre la teoria facilment als casos de més variables. Per al seguiment d'aquest capitol, és
important el contingut dels capitols 11 2.

Les figures d'aquest capitol que representen objectes de I'espai tridimensional es poden veure des de
diferents punts de vista a I'arxiu Maple <figures_dim3_capitol_4.mws> de I'annex.

4.1 Concepies generals L

En aquest apartat, s'introdueixen els conceptes basics de funcions de diverses variables i la seva represen-
tacio grafica. Aquest apartat és essencial per al seguiment dels seguents.

Els objectius especifics d’aquest apartat son:

—Saber que és una funcié de diverses variables.

—Valorar una funcié segons el valor de les variables.

—Saber que és el domini d'una funcio.

—Reconeixer si un punt és o no del domini d'una funcié.

—Reconeéixer i determinar el domini d'una funcié.

—Saber que és una corba de nivell.

—Reconegixer, llegir i construir el mapa de corbes de nivell d’una funcié.
—Interpretar la representacio en superficie d'una funcié de dues variables.
—Determinar on és continua una funcio.

4.1.1 Concepte de funcié de diverses variables

Als capitols anteriors s"han estudiat les funcions d'una variable, és a dir, variables que depenen d’'una sola
variable; del tipus y = f(x), on y només depén de x. En aquest capitol, s'estudien funcions que depenen de
dues (0 més) variables, anomenades funcions de diverses variables, que s'expressen de la forma z = f(x, y).

z = f(x,y) Funcio que depén de dues variables
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Esadir, alafuncidf, lavariable z (la variable dependent) depén de les variables x, y (variables independents).

També es pot indicar dient que a cada parell de valors x, y la funcién £ li assigna el valor z:

[y =z
Exemples
« Volum de cilindre V(r, h) = nr’h
La variable V (volum d’un cilindre) depén de les variables r (radi de la base) i & (alcada)

T =fxy
La temperatura (T') varia en una superficie plana en funcié de la posicié, donada per les coordenades x, y

° Z:x3y
e z=sin(x* +y*) - 2x

Habitualment, totes les variables prenen valors en els nombres reals, és a dir, x,y,z € R.

Calcul d’'imatges

En una funcié z = f(x, y), a cada parell de valors concrets a, b de les variables x, y li correspon un valor de
la variable z. Aquest valor z = f(a, b) s'anomena la imatge de (a, b).

Exemples

« Ala funcié z = x*y, la imatge de (3, 2), que s'escriu z(3, 2), es calcula substituint els valors de x per 3 i
de y per 2, i s'obté 54. Per tant, z(3,2) = 3° - 2 = 54, és a dir, 54 és la imatge de (3,2).

+ A l'exemple de V(r, h) = nr*h, a radi 2 i alcada 5 els correspon el volum:

V(2,5)=nr2%-5 =201 ~ 62,83

Funcions de més variables

En aquest capitol, es tracten sobretot funcions de dues variables. Perd les funcions de més de dues variables
tenen un funcionament similar i, per tant, la majoria de conceptes i propietats es poden estendre facilment
de dues variables a més.

Exemples

« Volum de prisma rectangular V(x,y, z) = xyz, funcié que depen de tres variables

1
cu(x,y,z,t) = x> + " sin (y + z) funcié que depén de quatre variables

4.1.2 Domini
El concepte de domini d'una funcio de diverses variables és analeg al de domini d'una funcié d'una variable.

En el cas d'una variable el domini d'una funcié y = f(x) és el conjunt de nombres x que tenen definida la
imatge f(x).

e | 68 Matematiques per a |'dptica i I"'optometria © Els autors, 2010. © Edicions UPC, 2010



Analogament:

El domini d'una funcié z = f(x, y) és el conjunt de parells de nom-
bres (x,y) que tenen definida la imatge f(x, y), és a dir:

Dom(f) = {(x,y) | existeix f(x,y)}

Si la funcié f(x,y) esta definida per tot parell de valors de x,y, el domini és tot el conjunt R? =
{(x,y) | x,y € R}, que graficament es representa pel pla xy. Si la funcié no esta definida per alguns
parells x, y, el domini és una part o un subconjunt de R?.

Exemples
e Funcid z = yx—-y
Perque existeixi z(x, y), cal que x —y > 0. Per tant,
Dom (2) = {(x,y) | x =y}

gue és el semipla a la dreta de la recta y = x (Fig. 4.1.1)

« La funcié f(x,y) = x*y + 3y’ esta definida per a
y tot x,y € R, ja que les sumes i els productes es
poden calcular per a tots els nombres reals. Per
tant:

Dom (f) = R?

* Funci6 z = In (x? +y?)

Perque existeixi z(x,y), cal que x* +y* > 0, ja
que el logaritme només existeix per a arguments
positius. x> +y? > 0 és cert per a tot x, y, excepte
perax =7y = 0. Per tant,

Fig. 4.1.1 Domini de la funci6 z = y/x —y

. . Dom (z) = R?* - {(0,0)}
és a dir, tot el pla xy excepte I'origen de coordenades.

Restriccié del domini

A vegades, no interessa estudiar una funcié en tot el seu domini, sind en una part. Aleshores, es pot
restringir el domini al conjunt d'interés. Es a dir, es consideren només els punts d’interés que tenen imatge.

Exemple

Pot interessar estudiar la funcié z = In (x? + y*) només als punts (x, y) del cercle de centre (0,0) i radi 2,
ésadiraC = {(x, V| x2+y? < 4}. Aleshores, el domini restringit on s’estudia la funcié esta format pels
punts d'aquest cercle que tenen imatge, que sén tots excepte (0, 0). Per tant:

domini d'estudi = C = {(0,0)} = {(x.y) | 0 +* < 4}

que és el cercle excepte I'origen (Fig. 4.1.2).
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Fig. 4.1.2 Domini d’estudi de I'exemple Fig. 4.1.3 Representacio grafica d’una funcié d’una variable

4.1.3 Representacié grafica. Corbes de nivell

Una funcid de dues variables es pot representar graficament de dues formes: com a superficie o amb
corbes de nivell. La representacié grafica de funcions de més de dues variables és complicada i no s'estudia
en aquest llibre.

Representacié grafica com a superficie

Les funcions d'una variable y = f(x) es representen graficament com una corba del pla xy, de manera que
es representa cada valor de x a |'eix de les abscisses i la seva imatge f(x) a les ordenades, i aixi s'obtenen
els punts (x, f(x)) de la corba (Fig. 4.1.3).

El procés analeg en una funcié z = f(x,y) de dues variables requereix tres eixos x, y, z i, per tant, es fa a
I'espai. Aixi, es representa cada parell de valors (x,y) en el pla x,y de I'espai i la seva imatge z = f(x,y) a
I'eix z, i s'obtenen els punts (x, y, f(x, y)). Aquests punts formen una superficie a I'espai R?, ja que a sobre
(o sota) de cada punt (x, y) hi ha un punt d'alcada z variable (Fig. 4.1.4).
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Fig. 4.1.4 Representacio grafica d'una funcié de dues variables Fig. 4.1.5 Representacio grafica de z = x* + y?
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Respostes correctes als problemes proposats a 3.1

Fig. 9 Grafiques del problema 5, apartats d, e i f

Encara que no es demanin als enunciats, a les solucions s'inclouen les representacions grafiques, a efectes

il-lustratius.
0.81 27
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Fig. 10 Funcions del problema 1

big _ .
Problema 1: p(x) = Zx. Grafica a la figura 10.

Problema 2: p(0.5) = 0.392699, error =0.0709486

Problema 3: El polinomi d'interpolacié és:

Fig. 11 Funcions del problema 2

0.08564241690x° — 0.5375390578x* — 0.0035695886x + 1

La figura 11 conté la seva representacié grafica conjuntament amb la del cosinus. El grafic de les magnituds
d'error és a la figura 12.
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