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El càlcul integral és una matèria bàsica 
dins els plans d'estudis de les engin-
yeries i les llicenciatures científiques. 
Aquest llibre és una introducció a la 
teoria de la integració de diverses varia-
bles i la integració vectorial en la qual es 
fa especial èmfasi en els exemples i les 
aplicacions. Per tal de fer més àgil el text, 

s'han deixat de banda aquelles demostracions que, per raó del 
seu caràcter tècnic, s'allunyen dels objectius de l'obra. Entre les 
aplicacions destaquen el tractament de la geometria de masses 
(centres de masses, moments d'inèrcia), l'estudi de les equacions 
de continuïtat i del moviment dels fluids perfectes, i les equacions 
de Maxwell de l'electromagnetisme.
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Introducci�o

Els plans d'estudis de les enginyeries i les llicenciatures cient���ques acostumen a contenir un

cap��tol dedicat al C�alcul Integral en el qual s'aprofundeix, amb m�es o menys intensitat, en els

conceptes i resultats d'aquesta branca de les matem�atiques. El llibre que teniu a les mans est�a

basat en un curs de C�alcul Integral, corresponent a una assignatura de tercer quadrimestre,

que els autors hem estat desenvolupant durant els darrers 12 anys a l'Escola T�ecnica Superior

d'Enginyeria Industrial de Barcelona i �es fruit de l'experi�encia adquirida en aquest llarg per��ode.

El curs parteix de qu�e l'estudiant coneix el C�alcul Diferencial d'una i diverses variables, aix��

com la teoria d'integraci�o en una variable, i que t�e coneixements elementals d'�Algebra Lineal

i Geometria. El contingut que proposem es pot dividir en dues parts: el c�alcul integral de

diverses variables i el c�alcul vectorial.

Els tres primers cap��tols estan dedicats al c�alcul integral de diverses variables i a les seves

aplicacions. L'objectiu principal d'aquests cap��tols �es fonamentar, des d'un punt de vista alhora

intu��tiu i prec��s, el concepte d'integral i els m�etodes de c�alcul m�es importants, la integraci�o itera-

da i el canvi de variables. Actualment �es relativament senzill utilitzar m�etodes computacionals

per calcular integrals de forma efectiva, �es per aix�o que creiem que �es important incidir en la

de�nici�o d'integral, qu�e �es i per a qu�e serveix. El cap��tol 3 recull algunes de les aplicacions

m�es habituals del c�alcul integral: el c�alcul d'�arees i volums, el c�alcul de masses, de centres de

masses, i els moments d'in�ercia.

En el cap��tol 4 s'introdueixen les integrals de funcions sobre corbes i superf��cies. Apro�tem

aquest cap��tol per recordar com es tracten matem�aticament aquests objectes, cosa que servir�a

alhora com a introducci�o de la segona part del curs, el c�alcul vectorial.

Els dos darrers cap��tols estan dedicats a l'estudi integral dels camps vectorials, la seva circulaci�o

al llarg d'una traject�oria i el 
ux a trav�es d'una superf��cie, i s'estableixen els teoremes integrals

del c�alcul vectorial: el teorema de Green, el teorema del rotacional o de Stokes i el teorema de la

diverg�encia o de Gauss. �Es indubtable l'inter�es d'aquesta mena d'estudi en les aplicacions i �es

per aix�o que hem volgut il�lustrar la seva utilitat incorporant alguns elements de la mec�anica de


uids, com l'equaci�o de continu��tat i l'equaci�o del moviment d'Euler, o de l'electromagnetisme,

com les equacions de Maxwell.

Aquest �es un llibre col�lectiu m�es enll�a dels autors que signem el text, ja que ens sentim hereus
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de l'experi�encia d'altres professors i companys que, al llarg dels darrers anys, han impartit

l'assignatura i, tamb�e, de la interacci�o docent amb els molts estudiants que han passat per

les nostres aules. Volem expressar aqu��, a tots ells, el nostre agra��ment. En especial, volem

esmentar el nostre deute als professors F. Puerta, F. Guill�en, A. Jorba i V. Navarro.

Per la composici�o del text i dels gr�a�cs hem comptat amb la inestimable ajuda de Rosa Maria

Cuevas. El professor J. L. Ru��z ens ha perm�es utilitzar el format de llibre dissenyat per ell. El

lector apreciar�a aquestes aportacions, que milloren la presentaci�o del text.

Hem intentat presentar un curs equilibrat entre els aspectes te�orics i l'orientaci�o pr�actica que un

text destinat als futurs enginyers ha de mantenir. P. Puig Adam, en el seu fam�os llibre Curso

te�orico pr�actico de C�alculo Integral aplicado a la f��sica y t�ecnica, publicat per primer cop l'any

1944, ja feia refer�encia a la necessitat d'establir aquest equilibri. Acabarem amb les paraules

amb qu�e l'admirat Puig Adam clou el seu pr�oleg: \[...] entrego este libro al lector, dese�andole

feliz excursi�on por �el ... y recuerdo grato".

Barcelona, mar�c 2002
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La noci�o d'integral de Riemann

Donada una funci�o d'una variable f(x) la integral de�nidaZ b

a

f(x)dx

est�a connectada, com s'ha vist en el curs de C�alcul In�nitesimal, amb el c�alcul de l'�area limitada

per la funci�o i l'eix real, i admet algunes interpretacions f��siques que la fan especialment �util.

Per exemple, la podem interpretar com la dist�ancia recorreguda per un m�obil amb velocitat

donada per f(x) des de l'instant a �ns a l'instant b.

Hi ha molts altres problemes similars, tan geom�etrics com f��sics, que fan intervenir funcions

de diverses variables. L'objectiu d'aquest primer cap��tol �es introduir la noci�o d'integral corres-

ponent. Per fer-ho, prendrem com a guia la de�nici�o d'integral d'una funci�o d'una variable, i

ens restringirem sobretot al cas d'integrals de dues variables. Aquesta elecci�o del nombre de

variables permet un desenvolupament m�es gr�a�c i intu��tiu de les idees que presentem, encara

que els resultats seran certs en general.

1.1 La integral de�nida d'una variable

En aquest apartat, de car�acter introductori, repassarem succintament la de�nici�o d'integral

d'una variable. Sigui f : [a; b] �! R una funci�o de�nida en un interval compacte de la recta

real. Si f(x) �es una funci�o positiva, el gr�a�c de f determina, amb l'eix d'abscisses, una �area

que volem calcular.

La idea de partida �es prou simple, consisteix a aproximar l'�area que es vol calcular per la suma

de les �arees de certs rectangles, com il�lustra la �gura 1.1. Per fer-ho, es subdivideix el segment

[a; b] en n intervals a = x0 < x1 < � � � < xn = b, de longitud �xi = xi+1 � xi, s'escullen punts

ci 2 [xi; xi+1] i es de�neix la suma

S(xi; ci) = f(c0)�x0 + : : : f(cn�1)�xn�1 ;

que s'anomena la suma de Riemann associada a la partici�o, i que correspon a la suma de les

�arees dels rectangles que aproximen l'�area sota el gr�a�c de f .
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Figura 1.1: Aproximaci�o de l'�area per les �arees de rectangles

Les sumes de Riemann depenen de les subdivisions realitzades i dels punts intermedis ci escollits.

Per formalitzar la de�nici�o d'integral s'ha de fer un pas al l��mit: es diu que f �es integrable en

l'interval [a; b] d'integral I si, donat un nombre real qualsevol " > 0, existeix un Æ > 0 tal que

per a tota partici�o de [a; b] amb �xi < Æ, per a tot i, les sumes de Riemann associades satisfan

que

jI � S(xi; ci)j < " ;

independentment dels punts ci escollits. �Es a dir, �xat un marge d'error " hi ha un Æ tal que

les sumes de Riemann de�nides amb particions de longitud menor que Æ difereixen de I menys

que ".

Usualment s'escriu Z a

b

f(x)dx = lim
Æ!0

[f(c1)�x1 + : : : f(cn)�xn] :

No totes les funcions s�on integrables. Si la funci�o f no est�a acotada podem fer les sumes de

Riemann tan grans com vulguem: en efecte, podem escollir els punts ci de manera que f(ci)

sigui tan gran com es vulgui i, per tant, la funci�o no �es integrable. �Es per aix�o que es restringeix

l'atenci�o a les funcions acotades. L'acotaci�o d'una funci�o, per�o, no assegura la integrabilitat,

com mostra la coneguda funci�o de Dirichlet de�nida en l'interval [0; 1] i que pren valors 0 o 1

segons si el punt �es racional o no.

1.2 De�nici�o d'integral en un rectangle

Sigui R = [a; b]� [c; d] un rectangle de R2 i f(x; y) una funci�o acotada de�nida en el rectangle

R,

f : [a; b]� [c; d] �! R :

Per de�nir la integral de f(x; y) en R seguirem el model indicat en l'apartat anterior en el cas

d'una variable, amb alguna simpli�caci�o deguda a l'acotaci�o de f .
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Quan f(x; y) sigui una funci�o positiva determinar�a un volum com el de la �gura 1.2, que

volem determinar. En general, si f no �es necess�ariament positiva, no podem parlar del volum

Figura 1.2: Volum sota un gr�a�c

determinat per f , en aquest cas volem determinar la integral de f en el rectangle R.

Com que f �es una funci�o acotada, podem considerar els seus valors extrems

M = sup f(x; y) ; (x; y) 2 R ;
m = inf f(x; y) ; (x; y) 2 R :

�Es clar que la integral que volem determinar estar�a entre els valors mA(R) i MA(R) (on A(R)

�es l'�area del rectangle R), �es a dir, si I �es el valor de la integral (pensem en el volum quan la

funci�o �es positiva, vegeu la �gura 1.3), �es clar que

m(b� a)(d� c) � I �M(b� a)(d� c) :

Donat un nombre natural n 2 N de�nim la partici�o regular d'ordre n del rectangle R com la

M

m

Figura 1.3: Acotaci�o del volum sota un gr�a�c

partici�o de R en subrectangles Rij donats per

Rij = [xi; xi+1]� [yj ; yj+1] ;
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on

xi = a+ i
b� a

n
; i = 0; 1; : : : ; n

yi = c+ i
d� c

n
; i = 0; 1; : : : ; n :

En la �gura 1.4 es mostra la partici�o regular d'ordre 3 d'un rectangle R. La funci�o f est�a

a b

c

d

Figura 1.4: Partici�o regular d'ordre 3 d'un rectangle

acotada sobre cadascun dels rectangles Rij . Siguin

Mij = sup f(x; y) ; (x; y) 2 Rij ;
mij = inf f(x; y) ; (x; y) 2 Rij :

1.2.1 De�nici�o Es de�neix la suma superior n-�esima de f en el rectangle R segons

Sn(f;R) =
X
i;j

Mij(xi+1 � xi)(yj+1 � yj) :

An�alogament, es de�neix la suma inferior n-�esima per

sn(f;R) =
X
i;j

mij(xi+1 � xi)(yj+1 � yj) :

En el cas d'una funci�o positiva, aquestes sumes representen les sumes dels volums de base Rij
i al�cades Mij i mij , respectivament.

Observem que, a causa de la regularitat de la partici�o, les �arees dels rectangles Rij donades

pels productes (xi+1 � xi)(yj+1 � yj) s�on totes iguals a (b� a)(d� c)=n2 i, per tant, les sumes

superiors i inferiors es poden escriure de la forma

Sn(f;R) =
(b� a)(d � c)

n2

X
i;j

Mij ;

sn(f;R) =
(b� a)(d � c)

n2

X
i;j

mij :
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�Es clar que, per a tot n, se satisf�a que

sn(f;R) � Sn(f;R) ;

i, m�es generalment, es pot comprovar que donats dos nombres qualssevol n i m, se satisf�a que

sn(f;R) � Sm(f;R) :

1.2.2 De�nici�o Es diu que la funci�o f �es integrable en el rectangle R si existeixen i s�on iguals

els l��mits de les successions sn(f;R) i Sn(f;R). Al valor com�u l'anomenarem la integral de f

en R.

�Es a dir, la integral de f , en cas d'existir, �es igual aZ
R

f(x; y)dxdy = limSn(f;R) = lim sn(f;R) :

En termes geom�etrics, diem que una �gura de l'espai ordinari determina un volum si �es possible

aproximar-la amb un marge d'error pre�xat, tant des de dintre com des de fora, per una suma

de volums de paral�lelep��pedes.

1.2.3 Observaci�o Es pot demostrar que, com en el cas de funcions d'una variable, el valor

d'una integral �es el l��mit de les sumes de Riemann: partim el rectangle R en subrectangles Rij ,

no necess�ariament de forma regular, escollim punts cij 2 Rij , i de�nim la suma de Riemann

associada per

S(Rij ; cij) =
X

f(cij)A(Rij) :

Aleshores se satisf�a que Z
R

f(x; y)dxdy = lim
A(Rij)!0

S(Rij ; cij) :

Sovint es parla que A(Rij) = �xi�yj �es l'element d'�area i que la integral �es la suma dels

volums damunt dels elements d'�area in�nitesimals. Quan parlem en aquests termes voldr�a dir

exactament que es d�ona la igualtat expressada anteriorment.

1.2.4 Exemples Per il�lustrar la de�nici�o d'integral, anem a presentar dos exemples sobre el

quadrat R = [0; 1]� [0; 1], un d'una funci�o que no �es integrable i l'altre del c�alcul d'una integral.

1. Considerem la funci�o de�nida per

f(x; y) =

�
1 ; si x 2 Q ;
0 ; altrament :

Com que els nombres racionals s�on densos en R, els extrems de la funci�o sobre la partici�o

n-�esima estan donats per

Mij = 1 ; mij = 0 ;



2

C�alcul d'integrals

En el cap��tol anterior hem establert la noci�o de funci�o integrable, per�o no hem donat m�etodes

efectius per al c�alcul d'integrals. En aquest cap��tol establirem dos resultats fonamentals per al

c�alcul d'integrals: el teorema de Fubini i el teorema de canvi de variables, que il.l amb diversos

exemples.

El cap��tol inclou, a m�es, un apartat dedicat a les integrals impr�opies de diverses variables, i

acaba introduint algunes nocions elementals d'integraci�o aproximada.

2.1 El Principi de Cavalieri

Dediquem aquest apartat a l'anomenat Principi de Cavalieri, ja que �es un principi que mo-

tiva geom�etricament els resultats que provarem en propers apartats, alhora que ha jugat un

important paper hist�oric en el desenvolupament del c�alcul integral.

Donat un cos V de R3 , que suposarem compacte, �es intu��tivament clar qu�e entenem pel volum

de V . De fet, en el cas de cossos prou regulars (com ara un paral�lelep��pede, un cilindre, una

esfera, ...) disposem de f�ormules per calcular-ne els volums. Ara b�e, com es pot calcular el

volum d'un cos V en general? Anem a fer unes consideracions heur��stiques que ens conduiran

al Principi de Cavalieri.

El Principi de Cavalieri diu que podem calcular el volum del cos V com la \suma" de les �arees

de les seccions obtingudes en llescar V per un feix de plans paral�lels. En particular, a�rma que

dos cossos amb les mateixes seccions tenen el mateix volum. M�es concretament, suposem que

considerem el pla secant a V de�nit per x = x0, a < x0 < b (on a i b s�on els valors m��nim i

m�axim, respectivament, de x a V ) i notem per A(x0) l'�area de la secci�o V \ fx = x0g (vegeu la

�gura 2.1).

S'obt�e aix�� una funci�o d'una variable A(x). Si interpretem ara que la \suma" de les �arees A(x)

�es la integral de A(x) entre a i b, el Principi de Cavalieri es concreta de la forma seg�uent:
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V

x = x0

Figura 2.1: Secci�o d'un cos per un pla x = x0

Principi de Cavalieri: vol(V ) =

Z b

a

A(x) dx :

Caldr�a, per�o, saber calcular les �arees A(x) per tal que aquest criteri sigui efectiu. Restringim-

nos a una situaci�o especial, on aix�o sigui possible. Suposem que V correspon a un cos limitat

per una funci�o positiva de dues variables f(x; y) de�nida en un rectangle [a; b]� [c; d], �es a dir,

V = f(x; y; z)=a � x � b ; c � y � d ; 0 � z � f(x; y)g :

En aquest cas, les �arees A(x) corresponen a les integrals d'una variable

A(x) =

Z d

c

f(x; y) dy ;

i, pel Principi de Cavalieri, s'ha de satisfer la igualtat

vol(V ) =

Z b

a

A(x) dx =

Z b

a

 Z d

c

f(x; y) dy

!
dx :

�Es a dir, el Principi de Cavalieri estableix que el volum sota la funci�o f(x; y) es calcula mit-

jan�cant una integral iterada.

La justi�caci�o que hem esbossat de la f�ormula anterior no �es una demostraci�o, no obstant

anem a comprovar que aquesta f�ormula se satisf�a en el cas particular d'un cos regular del qual

coneixem el volum a priori. Considerem el volum limitat pel gr�a�c de la funci�o (vegeu la �gura

2.2)

f : [0; 1]� [0; 1] �! R

(x; y) 7�! 1� x :

Donat que el cos correspon a la meitat d'un cub de costat 1, el seu volum �es 1=2. Comprovem
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x

y

z

Figura 2.2: Gr�a�c de la funci�o f(x; y) = 1� x

ara que el Principi de Cavalieri d�ona el mateix valor:

vol(V ) =

Z 1

0

�Z 1

0

(1� x) dx

�
dy =

Z 1

0

x�
x2

2

����1
0

dy

=

Z 1

0

1

2
dy =

1

2
:

El Principi de Cavalieri �es independent del feix de plans paral�lels que haguem utilitzat per

llescar el cos V . Aix��, per exemple, si es prenen plans paral�lels al pla y = 0 i es denoten per

A(y) les �arees de les seccions corresponents, hauria de satisfer-se que

vol(V ) =

Z d

c

A(y) dy ;

�es a dir, Z b

a

A(x) dx =

Z d

c

A(y) dy :

En el cas del volum corresponent al gr�a�c d'una funci�o positiva, s'obt�e la igualtatZ b

a

 Z d

c

f(x; y) dy

!
dx =

Z d

c

 Z b

a

f(x; y) dx

!
dy : (2.1)

Pot comprovar-se f�acilment que les dues integrals coincideixen en l'exemple anterior.

En de�nitiva, si acceptem aquest principi podr��em inferir que les integrals de dues variables

es calculen integrant iteradament aquestes variables, independentment de l'ordre emprat en

la iteraci�o. El teorema de Fubini, que establirem en el proper apartat, delimita la validesa

d'aquesta infer�encia.
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Algunes aplicacions de les integrals

m�ultiples

Quan hem introdu��t la noci�o d'integral en dues variables ja hem esmentat el problema subjacent

del c�alcul del volum de cossos de l'espai R3 . En aquest cap��tol anem a presentar alguns exemples

del c�alcul d'�arees i volums, i tamb�e algunes aplicacions f��siques de la noci�o d'integral. Cal

tenir present que amb aquestes aplicacions volem il�lustrar la utilitat del concepte d'integral de

diverses variables i que, per tant, aquesta discussi�o no pot substituir els tractats de f��sica m�es

espec���cs.

3.1 C�alcul d'�arees i volums

Les aplicacions m�es immediates de les integrals m�ultiples s�on al c�alcul d'�arees de regions del

pla i volums de l'espai ordinari. Vegem-ne ara alguns exemples.

y

x

D

 (x)

'(x)

Figura 3.1: �Area entre dues funcions

Si D �es una regi�o elemental del pla, D � R2 , ja hav��em de�nit �area de D per

A(D) =

Z
D

dxdy :
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Observem que l'�area de D no est�a de�nida a priori i que amb aquesta integral la de�nim com

el volum del cilindre de base D i al�cada 1, cosa que fa que aquesta de�nici�o sigui coherent amb

la intu��ci�o geom�etrica.

3.1.1 Exemple Si D �es una regi�o donada per

D = f(x; y) = a � x � b ; '(x) � y �  (x)g ;

aleshores, la de�nici�o de l'�area de D d�ona

A(D) =

Z
D

dxdy =

Z b

a

dx

Z  (x)

'(x)

dy

=

Z b

a

( (x) � '(x))dx :

Recuperem aix�� l'expressi�o de l'�area d'aquestes regions que es t�e del c�alcul d'una variable.

3.1.2 Exemple �Area d'una regi�o donada en coordenades polars per

g(�) � r � f(�) ; �0 � � � �1 :

En aquest cas tenim

A(D) =

Z
D

dxdy =

Z �1

�0

d�

Z f(�)

g(�)

rdr =
1

2

Z �1

�0

(f(�)2 � g(�)2) d� :

Per exemple, calculem l'�area exterior a la circumfer�encia r = 2 i interior a la cardioide r =

2(1+cos�). Donada la simetria de la �gura 3.2, l'�area demanada �es el doble de l'�area escombrada

en variar � de 0 a �=2. Aix��, trobem que

A = 2

Z �=2

0

Z 2(1+cos �)

2

r dr d� = 2

Z �=2

0

r2

2

����2(1+cos �)

2

d� =

= 4

Z �=2

0

(2 cos � + cos2 �)d� = 4

����2 sin � + �

2
+

sin 2�

4

�����=2
0

= � + 8 :

D x

y

Figura 3.2: Cardioide r = 2(1 + cos �)
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Si B �es un cos elemental de R3 , es de�neix el volum de B per

vol (B) =

Z
B

dxdydz :

3.1.3 Exemple Si B �es un cos donat per

B = f(x; y; z) = a � x � b ; f(x) � y � g(x) ; '(x; y) � z �  (x; y)g ;

aleshores, es t�e que

vol (B) =

Z
D

( (x; y)� '(x; y)) dxdy ;

on D �es el domini del pla donat per f(x; y)=a � x � b; f(x) � y � g(x)g.

3.1.4 Exemple Calculem el volum que s'elimina quan en una esfera de radi 2a hi fem un forat

de radi a, de manera que l'eix de l'ori�ci sigui un di�ametre de l'esfera, (vegeu la �gura 3.3).

x

y

z

0

Figura 3.3: Esfera foradada per un cilindre

De la �gura dedu��m que el volum demanat �es 8 vegades el corresponent al primer octant limitat

pel cilindre x2 + y2 = a2, l'esfera x2 + y2 + z2 = 4a2 i el pla z = 0. Usant coordenades

cil��ndriques, l'esfera s'escriu com a z =
p
4a2 � r2, i es t�e que

V = 8

Z �=2

0

Z a

0

p
4a2 � r2rdrd� =

8

3

Z �=2

0

(8a3 � 3
p
3a3)d� =

4

3
(8� 3

p
3)a3� :

3.1.5 Exemple Volum d'un cos de revoluci�o. Sigui �(x) = (x; f(x)) una corba en el pla x; z

de�nida per la funci�o f , amb a � x � b, i sigui B el cos de revoluci�o donat per

B = f(x; y; z) = a � x � b ; y2 + z2 � f(x)2g :

(Vegeu la �gura 3.4.) Aleshores el volum de B �es

vol (B) =

Z
B

dxdydz =

Z b

a

dx

Z
y2+z2�f(x)2

dydz ;
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Integraci�o de funcions sobre corbes

i superf��cies

En molts processos de la f��sica i de les aplicacions �es convenient modelitzar un cos de l'espai

mitjan�cant una corba o una superf��cie, de manera que el model sigui m�es senzill que l'objecte

original. Aix��, sovint es tracta un �lferro (o un �l conductor) com una l��nia o una placa com

una superf��cie, com si no tinguessin volum. Tot i aix�o, aquests models estan dotats d'una funci�o

de densitat de massa. Si volem determinar la massa d'una l��nia material de l'espai R3 a partir

de la seva funci�o de densitat, no podem integrar la funci�o com si fos de tres variables, sin�o que

cal fer refer�encia al fet que la l��nia �es de dimensi�o 1. �Es aix�� com sorgeix el concepte d'integral

de traject�oria que introdu��m en aquest cap��tol. An�alogament, si la massa que volem calcular

�es la d'una placa, la integral corresponent �es una integral de superf��cie.

Aquestes s�on aplicacions del c�alcul integral que podr��em haver incl�os en el cap��tol anterior. No

obstant aix�o, hem preferit dedicar un cap��tol espec���c a aquestes q�uestions que apro�tarem,

alhora, per repassar els conceptes geom�etrics de corba i superf��cie de l'espai, cosa que ens ser�a

de molta utilitat en els cap��tols seg�uents.

4.1 Longitud d'una traject�oria

En aquest apartat analitzem el concepte de longitud d'una corba i com calcular-la. Per fer-ho,

comen�carem recordant les de�nicions de traject�oria i de corba associada.

La idea intu��tiva de traject�oria respon a la del recorregut descrit per una part��cula a mesura

que passa el temps. Aix��, per con�eixer la traject�oria cal con�eixer la posici�o de la part��cula en

cada instant, �es a dir, les seves coordenades en funci�o del temps. Formalitzem aquesta idea de

la forma seg�uent.

4.1.1 De�nici�o Una traject�oria, o cam��, �es una aplicaci�o, derivable amb continu��tat, � d'un

interval tancat I = [a; b] a R3 ,

� : I �! R3 ;

t 7�! �(t) = (x(t); y(t); z(t)) :
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La variable real t rep el nom de par�ametre (o tamb�e, temps) de la traject�oria �. A la imatge de

I per �, �(I), l'anomenarem la corba associada a la traject�oria �. �Es a dir, la corba associada a

una traject�oria correspon al conjunt de punts pels quals passa la traject�oria al llarg del temps

t 2 [a; b], mentre que el terme traject�oria es reserva per a la forma en la qual es descriu el pas

per aquests punts. �Es clar, per tant, que dues traject�ories diferents poden tenir la mateixa

corba associada.

En la de�nici�o de traject�oria hem imposat que � sigui derivable, de fet amb continu��tat. La

derivada de �,
�0 : I �! R3

t 7�! �0(t) = (x0(t); y0(t); z0(t)) ;

de�neix el vector tangent �0(t) en cada punt, �(t), de la traject�oria. El m�odul d'aquest vector

indica la velocitat amb la qual es recorre la corba associada a la traject�oria.

4.1.2 Exemples

1. Considerem les traject�ories planes �; 
 : [0; 2�] �! R2 , de�nides per

�(t) = (cos t; sin t) ;


(t) = (cos 2t; sin 2t) ;

respectivament. Ambdues traject�ories tenen la circumfer�encia x2 + y2 = 1 com a corba associ-

ada, per�o mentre que � fa una volta al llarg de la circumfer�encia, 
 en fa dues. Observem que

les velocitats corresponents s�on 1 i 2, respectivament.

2. La cicloide �es la corba plana descrita per un punt de la circumfer�encia unitat quan aquesta

roda al llarg de l'eix de les x (vegeu la �gura 4.1). Si t �es l'angle de gir de la circumfer�encia,

l'equaci�o param�etrica de la cicloide �es

�(t) = (t� sin t; 1� cos t) :

La cicloide completa un cicle quan 0 � t � 2�.

x

y

t

Figura 4.1: Una cicloide

3. La traject�oria � : [0; 2�] �! R3 de�nida per

�(t) = (cos t; sin t; t) ;
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descriu una volta de l'h�elice circular (vegeu la �gura 4.2).

Figura 4.2: H�elice circular

Com podem mesurar la longitud d'una traject�oria? Ho farem per un proc�es d'aproximaci�o:

considerem una traject�oria �, que suposarem que �es simple, �es a dir, que �es injectiva, o sense

autointerseccions (encara que aix�o no �es necessari). Podem aproximar la longitud de la corba

associada a la traject�oria per la longitud d'una corba poligonal formada per un nombre �nit

de segments que uneixen diferents punts de la traject�oria (vegeu la �gura 4.3). En efecte, sigui

P = ft0; t1; : : : ; tkg, amb a = t0 < t1 < � � � < tk = b, una partici�o d'ordre k de l'interval I . La

longitud de la corba poligonal formada pels segments que uneixen �(ti) i �(ti+1), i = 0; : : : ; k�1,
que denotarem per `(P ), �es igual a

`(P ) =

kX
i=1

k �(ti)� �(ti�1) k :

Sigui k P k= max
1�i�k

fti � ti�1g la norma de la partici�o. �Es clar que si afegim m�es punts a una

partici�o donada, la corba poligonal corresponent s'ajusta millor a la corba original (vegeu la

�gura 4.3). Aix�o d�ona sentit a la de�nici�o que segueix.

Figura 4.3: Poligonal inscrita a una corba

4.1.3 De�nici�o La longitud d'una traject�oria � �es el l��mit de les longituds de les poligonals

inscrites, `(P ), quan la norma de P tendeix a zero, �es a dir,

`(�) = lim
kPk!0

`(P ) :
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Camps escalars i camps vectorials

Alguns fen�omens f��sics poden ser descrits mitjan�cant funcions. Per exemple, la temperatura

d'un s�olid pot ser descrita per una funci�o que a cada punt (x; y; z) de la regi�o de l'espai U

que ocupa el s�olid li associa la seva temperatura f(x; y; z). Coneguda la funci�o f(x; y; z), les

integrals estudiades en el cap��tol anterior permeten trobar, per exemple, la temperatura mitjana

del s�olid en q�uesti�o.

Altres fen�omens no poden ser descrits totalment per simples funcions. Aix��, per exemple, pel

moviment d'un 
uid no n'hi ha prou, posem per cas, amb con�eixer el m�odul de la velocitat

del 
uid en cada punt de l'espai que ocupa. Cal con�eixer tamb�e la direcci�o i el sentit del seu

moviment. La qual cosa ens du a associar a cada punt no pas un nombre real, un escalar, sin�o

un vector, i aleshores parlarem de camps vectorials.

En aquest cap��tol, que �es una introducci�o als camps vectorials, es plantegen els aspectes dife-

rencials i integrals associats als camps vectorials. Les integrals que anem a de�nir per a aquests

camps vectorials, circulaci�o i 
ux, ens permetran calcular, per exemple, la quantitat de 
uid

per unitat de temps (
ux) que travessa una secci�o d'un canal de conducci�o del qual coneixem

el camp de velocitats F (x; y; z) en cada punt. En el proper cap��tol veurem d'altres aplicacions

d'aquestes integrals.

5.1 Camps vectorials

La formulaci�o matem�atica de la noci�o de camp vectorial �es:

5.1.1 De�nici�o Un camp vectorial de R3 �es una aplicaci�o

F : U �! R3

(x; y; z) 7�! F (x; y; z) = (P (x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z));

on U � R3 . El camp F s'anomena continu, derivable, C1,etc., si les funcions escalars P;Q;R :

U �! R s�on cont��nues, derivables, C1, etc.
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An�alogament, un camp vectorial de R2 , o camp vectorial pla, �es una aplicaci�o

F : U �! R2

(x; y) 7�! F (x; y) = (P (x; y); Q(x; y));

on U �es una regi�o de R2 i P;Q : U �! R s�on funcions.

5.1.2 Observacions

1. En general, suposarem que els camps vectorials que considerem s�on su�cientment derivables,

per exemple C1, en el domini on estan de�nits, de manera que tinguin sentit les operacions de

derivaci�o que efectuem a les seves funcions coordenades.

2. Llevat que es digui expl��citament el contrari, tot el que fem per a camps de l'espai R3 val

per a camps de R2 . Per tant, tot sovint veurem tan sols un dels dos casos.

5.1.3 Exemples

1. En la �gura 5:1 hi ha representats els camps vectorials F (x; y) = (1; 0), que �es un camp

constant, i G(x; y) = (y;�x). La representaci�o suggereix que aquest darrer camp vectorial

\gira" al voltant de l'origen. Concretarem tot seguit aquesta interpretaci�o en termes de les

l��nies de 
ux d'un camp vectorial.

- ---

- - - -

- - - -

----

F = (1; 0)

6

�

-

?

�

-
3

?

6

+

j

i

G = (y;�x)

Figura 5.1: Alguns camps vectorials plans

2. Les forces que actuen en diferents punts de l'espai formen un camp vectorial. Per exemple,

segons la llei de gravitaci�o universal de Newton, el camp gravitatori creat per una part��cula de

massa M �es igual a

F (x; y; z) = �
GM

r3
�!r ; r =k �!r k ;

on (x0; y0; z0) s�on les coordenades de la massaM , �!r = (x�x0; y�y0; z�z0), i G �es la constant

universal.

Experimentalment s'ha demostrat que el camp gravitatori �es additiu, en el sentit que el camp

creat per dues masses puntuals �es la suma dels camps individuals corresponents a cadascuna de
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les masses. Estenent aquest principi de superposici�o a una distribuci�o de massa � que ocupa un

volum W , el camp gravitatori corresponent en un punt (x1; y1; z1) de l'espai es de�neix (llevat

de constants) per la integral vectorial

F (x1; y1; z1) = �
Z
W

��!r
r3

dxdydz ;

(x1; y1; z1)

r

W

dW

Figura 5.2: Camp gravitatori

que t�e per components

P = �
Z
W

�(x1 � x) dxdydz

((x1 � x)2 + (y1 � y)2 + (z1 � z)2)3=2
;

Q = �
Z
W

�(y1 � y) dxdydz

((x1 � x)2 + (y1 � y)2 + (z1 � z)2)3=2
;

R = �
Z
W

�(z1 � z) dxdydz

((x1 � x)2 + (y1 � y)2 + (z1 � z)2)3=2
:

Si el punt (x1; y1; z1) �es extern a la massa W , aleshores les funcions subintegrals s�on funcions

cont��nues a W i, per tant, integrables. En canvi, si el punt �es de W , aleshores les integrals

s�on impr�opies. Observem, per�o, que en qualsevol cas, s�on integrals convergents, ja que podem

aplicar el criteri de comparaci�o que se segueix de l'exemple 2.7.6 del cap��tol 2.

3. Segons la llei de Coulomb, el camp el�ectric determinat per una c�arrega el�ectrica puntual (i

est�atica) Q �es igual a

E =
1

4�"0

Q

r3
�!r ;

on "0 �es el valor de la permissivitat en el buit, de manera que la for�ca exercida per Q sobre

una c�arrega q �es igual a qE. Experimentalment s'ha comprovat que, com en el cas dels camps

gravitatoris, el camp el�ectric satisf�a el principi de superposici�o. Eliminant un cop m�es les

constants, el camp el�ectric de�nit per una distribuci�o cont��nua de c�arregues � en el volum W

es igual a la integral vectorial

E =

Z
W

��!r
r3

dxdydz :

Aqu�� hem de tenir present que la distribuci�o de c�arregues el�ectriques �es sempre discreta. De

tota manera, per a fen�omens d'escala su�cientment gran comparada amb l'escala at�omica,
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Els teoremes integrals i aplicacions

El teorema fonamental del C�alcul estableix la igualtatZ b

a

f 0(x)dx = f(b)� f(a) ;

�es a dir, que quan s'integra la derivada d'una funci�o, f 0(x), en un interval, [a; b], el resultat que

s'obt�e �es la difer�encia de valors de la funci�o f(x) en els extrems de l'interval. En aquest cap��tol

presentem els coneguts com els teoremes integrals del c�alcul vectorial que relacionen les integrals

de l��nia, de superf��cie i de volum amb els operadors diferencials que actuen sobre els camps

escalars i vectorials, el gradient, el rotacional i la diverg�encia. Interpretats adequadament,

aquests resultats generalitzen el teorema fonamental del c�alcul abans esmentat en cadascuna

de les situacions que es donen en la integraci�o vectorial. S�on els teoremes de Green, de Stokes

i de de la diverg�encia de Gauss.

Els resultats d'aquest cap��tol van tenir l'origen en la f��sica matem�atica del XIX. Al llarg de

l'exposici�o presentem, a t��tol indicatiu, alguns exemples que re
ecteixen aquesta vinculaci�o

amb les aplicacions a la f��sica matem�atica, tot i que per a un estudi m�es complet �es convenient

consultar la bibliogra�a especialitzada corresponent.

6.1 El teorema de Green

En aquest apartat establim l'anomenada f�ormula de Green que expressa la relaci�o entre una

integral de l��nia del pla Z
C

Pdx+Qdy ;

calculada al llarg del contorn C d'un domini del pla D i una integral doble en aquest domini.

Per tal d'enunciar el teorema de Green �es convenient �xar una terminologia adequada: per una

corba tancada simple del pla entendrem una corba tancada sense autointerseccions, (vegeu la

�gura 6.1).

Una regi�o D del pla direm que �es simplement connexa si �es connexa i la regi�o tancada per tota

corba tancada simple de D est�a tota continguda a D. Per exemple, a la �gura 6.2 veiem dues
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(a) (b) (c)

Figura 6.1: Corbes tancades del pla

regions simplement connexes, la (a) i la (b), mentre que no ho s�on les altres dues. De fet, en la

�gura (c) una circumfer�encia centrada a l'origen com la dibuixada �es una corba tancada simple

de D, per�o el disc que encercla aquesta circumfer�encia no est�a tot a D, ja que la regi�o D no

cont�e l'origen.
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Figura 6.2: Regions del pla

Intu��tivament, una regi�o plana �es simplement connexa si �es d'una sola pe�ca (aix�o �es la connexi�o)

i no t�e forats.

Podem ara enunciar el teorema de Green.

6.1.1 Teorema de Green Sigui D una regi�o elemental del pla, simplement connexa i sigui C =

@D la corba que l'envolta. Sigui F = (P;Q) un camp vectorial, derivable amb continu��tat a D.

Aleshores se satisf�a que Z
C+

Pdx+Qdy =

Z
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy ;

on C+ indica que recorrem la corba C (que �es una corba tancada) en sentit antihorari.

Demostraci�o. Provarem el resultat per a un tipus especial de regi�o D i indicarem com es

tractaria el cas general, de desenvolupament molt m�es t�ecnic.

Suposarem que D �es una regi�o tal que tota recta vertical i tota recta horitzontal tallen la seva

frontera com a m�axim en dos punts, (vegeu la �gura 6.3).
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x

y

a b

f

g

Figura 6.3: Regi�o pel teorema de Green

Aleshores la corba C que l'envolta est�a formada pels gr�a�cs de dues funcions, f(x) i g(x), de

manera que la regi�o es pot descriure per les desigualtats

a � x � b; f(x) � y � g(x) :

Provem que se satisf�a la igualtat Z
C+

Pdx = �
Z
D

@P

@y
dxdy :

D'una banda, podem aplicar el teorema de Fubini de la forma seg�uent:Z
D

@P

@y
dxdy =

Z b

a

dx

Z g(x)

f(x)

@P

@y
dy

=

Z b

a

(P (x; g(x)) � P (x; f(x)))dx :

De l'altra, utilitzant la de�nici�o d'integral de l��nia al llarg de C, el fet que al llarg dels segments

x = a i x = b la forma diferencial Pdx �es zero, i que el sentit de recorregut �es antihorari trobem

que Z
C

Pdx =

Z
C1

Pdx+

Z
C2

Pdx =

Z b

a

P (x; f(x))dx �
Z b

a

Q(x; g(x)) ;

i, per tant, trobem justament el valor oposat al c�alcul anterior.

Tal com hem escollit D, la situaci�o �es sim�etrica respecte de les variables x i y, per la qual cosa

es prova an�alogament que Z
C+

Qdy =

Z
D

@Q

@x
dxdy ;

i aix�o acaba la demostraci�o en aquest cas.

El cas general se segueix de descompondre una regi�o D en un nombre �nit de regions com

les del cas particular que hem provat, (vegeu la �gura 6.4), i aplicar el resultat a cadascuna

d'aquestes regions, apro�tant el teorema d'additivitat de les integrals i el fet que les integrals

que apareguin al llarg dels talls practicats per obtenir la descomposici�o es cancel�laran dos a
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Figura 6.4: Descomposici�o d'una regi�o en regions simples

dos. En els exemples i situacions que es presenten a la pr�actica ser�a clar com obtenir una

descomposici�o com l'esmentada, tot i que provar-ne l'exist�encia en general resulta un afer molt

t�ecnic, que no tractarem.

6.1.2 Exemple En aquest exemple veri�quem el teorema de Green en una regi�o determinada:

sigui D el semicercle de�nit per x2 + y2 � 1 i y � 0, i considerem el camp vectorial F =

(x+ y; xy). Calculem la circulaci�o de F al llarg de la corba que envolta D: aquesta corba est�a

formada pel segment C1, de�nit per �1 � x � 1, y = 0, i la semicircumfer�encia de radi 1, C2,

recorreguda des del punt (1; 0) �ns al punt (�1; 0), (vegeu la �gura 6.5).

C1

C2

Figura 6.5: Regi�o de l'exemple 6.1.2

Aix��, les parametritzacions de C1 i C2 donades per

�1(t) = (t; 0); �1 � t � 1 ;

�2(t) = (cos t; sin t); 0 � t � � ;

respectivament, s�on positives. La circulaci�o de F �es, per tant,Z
C

(x+ y)dx + xydy =

Z 1

�1
tdt+

Z �

0

(cos t+ sin t)d(cos t) + cos t sin td(sin t)

=
t2

2

����1
�1

+

Z �

0

(� cos t sin t� sin2 t+ cos2 t sin t)dt

=
cos2 t

2
�
t

2
�

sin 2t

4
�

cos3 t

3

�����
0

= �
�

2
+

2

3
:
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D'altra banda, si integrem l'altre terme de la f�ormula de Green trobem:Z
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy =

Z
D

(y � 1)dxdy

=

Z 1

�1
dx

Z p
1�x2

0

ydy �
�

2

=

Z 1

�1

1� x2

2
dx�

�

2

=
1

2
(x�

x3

3
)

����1
�1
�
�

2
= (1�

1

3
)�

�

2
=

2

3
�
�

2
;

resultat que coincideix, com era d'esperar, amb el c�alcul anterior.

6.1.3 Observaci�o Hem enunciat el teorema de Green per a regions simplement connexes, per�o

de fet pot aplicar-se a regions molt m�es generals, com per exemple a una corona circular, (que

no �es simplement connexa). En aquests casos, la regi�o pot estar envoltada per m�es d'una

corba, dues circumfer�encies en el cas d'una corona circular, cadascuna de les quals contribuir�a

a la f�ormula de Green amb la integral de l��nia corresponent, essent molt important rec�orrer

cadascuna de les corbes en el sentit adequat. Anem a concretar aquest comentari veient com

deduir la f�ormula de Green per a una corona circular, (vegeu la �gura 6.6).

C1 C2D1 D2

Figura 6.6: Descomposici�o d'una corona circular

Utilitzant les notacions de la �gura, descomponem la corona en dues regions, D = D1 [ D2,

cadascuna de les quals �es simplement connexa. Per l'additivitat de la integral es t�e queZ
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy =

Z
D1

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy +

Z
D2

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy ;

i, aplicant el teorema de Green a cadascuna d'aquestes regions, dedu��m la igualtat:Z
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy =

Z
C+
1

Pdx+Qdy +

Z
C+
2

Pdx+Qdy ;

on C1 i C2 s�on les corbes que envoltenD1 iD2, respectivament, recorregudes en sentit antihorari.

Observem que els segments verticals de C1 i C2 estan recorreguts en sentits oposats, segons
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es recorrin formant part de C1 o de C2, per la qual cosa les integrals corresponents a aquests

segments en la darrera igualtat es cancel�len. Aix��, si Cr i CR s�on les circumfer�encies de radis r

i R, r < R, que delimiten la corona, trobem queZ
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy =

Z
C+
r

Pdx+Qdy +

Z
C+
R

Pdx+Qdy ;

on ara, CR est�a recorreguda en sentit antihorari, mentre que Cr ho est�a en sentit horari.

El fet de canviar el sentit de recorregut per a la circumfer�encia interna pot induir a confusi�o.

De fet, el sentit de recorregut de la vora d'un domini del pla est�a determinat per la seg�uent

regla general: el sentit de recorregut de cadascuna de les corbes �es tal que el parell de vectors

format pel vector normal sortint de la corona i el que d�ona el sentit de recorregut formen una

base directa. M�es endavant, quan parlem del teorema de Stokes, tornarem a aquest punt.

Ara �es senzill deduir com aplicar el teorema de Green a una regi�o com la de la �gura 6.7. En

aquest cas ser�a:

nX
i=0

Z
C+
i

Pdx+Qdy =

Z
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dxdy ;

on el signe + en cadascuna de les corbes indica que est�a recorreguda en el sentit marcat a la

�gura 6.7.

Figura 6.7: Orientaci�o d'una regi�o m�ultiplement connexa

L'exemple seg�uent �es una veri�caci�o de la versi�o m�es general del teorema de Green que acabem

d'establir.

6.1.4 Exemple Sigui D la corona de�nida per 1 � x2 + y2 � 4, i considerem el camp vectorial

F = (x2y; x). La vora de D est�a formada per les circumfer�encies centrades a l'origen de radis

1 i 2, que parametritzarem, d'acord amb el criteri de l'observaci�o 6.1.3, per

�1(t) = (sin t; cos t) ;

�2(t) = (2 cos t; 2 sin t) ;
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respectivament. Aix��, la integral de l��nia de F al llarg de la vora de D es calcula de la forma:Z
�1

x2ydx+ xdy +

Z
�2

x2ydx+ xdy =

Z 2�

0

sin2 t cos td(sin t) + sin td(cos t)

+

Z 2�

0

(4 cos2 t � 2 sin td(2 cos t)) + 2 cos td(2 sin t)

=

Z 2�

0

(cos2 t sin2 t� sin2 t� 16 cos2 t sin2 t+ 4 cos2 t)dt

=

Z 2�

0

(3 cos2 t� 15 cos2 t sin2 t)dt

= 2 � 2
Z �=2

0

(3 cos2 t� 15 cos2 t sin2 t)dt

= 2(3B(
3

2
;
1

2
)� 15B(

3

2
;
3

2
))

= 3� �
15�

4
= �

3�

4
:

D'altra banda, hem de calcular la integral a D de

@Q

@x
�
@P

@y
= 1� x2 :

Per fer-ho, usem coordenades polars:Z
D

(1� x2)dxdy =

Z 2�

0

d�

Z 2

1

(1� r2 cos2 �)rdr

= �r2 �
r4

4
2B(

3

2
;
1

2
)

����2
1

= 4� � 4� � � +
1

4
�

= �
3�

4

Tal com era d'esperar, els dos c�alculs coincideixen.

Aplicaci�o: �Area d'una regi�o plana com una integral curvil��nia

Una primera aplicaci�o del teorema de Green �es el c�alcul de l'�area de regions planes mitjan�cant

una integral de l��nia al llarg de la seva vora: sigui D una regi�o elemental del pla que t�e per vora

una corba C; aleshores, l'�area de D est�a donada per

A(D) =
1

2

Z
C+

�ydx+ xdy:
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En efecte, si apliquem el teorema de Green al camp vectorial (�y; x) en la regi�o D trobem la

f�ormula enunciada: Z
C+

�ydx+ xdy =

Z
D

�
@x

@x
�
@(�y)
y

�
dxdy

= 2

Z
D

dxdy

= 2A(D) :

Posem dos exemples per il�lustrar l'inter�es de la f�ormula obtinguda.

6.1.5 Exemples

1. Sabem que l'�area tancada per l'el�lipse de�nida per

x2

a2
+
y2

b2
= 1 ;

�es igual a �ab. Calculem aquesta �area mitjan�cant la f�ormula anterior: hem de rec�orrer l'el�lipse
en sentit antihorari, per la qual cosa la parametritzem segons: �(t) = (a cos t; b sin t), amb

0 � t � 2�. Aix��, trobem que

A(D) =
1

2

Z
C

�ydx+ xdy

=
1

2

Z 2�

0

�b sin td(a cos t) + a cos td(b sin t)

=
1

2

Z 2�

0

(ab sin2 t+ ab cos2 t)dt

=
ab

2

Z 2�

0

dt = �ab:

2. Aquesta manera de calcular l'�area d'una regi�o plana resulta imprescindible quan nom�es

coneixem la corba que envolta la regi�o D per una parametritzaci�o: si �(t) = (x(t); y(t)), amb

a � t � b, aleshores la f�ormula anterior es transforma en

A(D) =
1

2

Z
�

�ydx+ xdy

=
1

2

Z b

a

�yx0dt+ xy0dt

=
1

2

Z b

a

(xy0 � yx0)dt :

Per exemple, calculem l'�area tancada per una volta de la cicloide i l'eix x, (vegeu la �gura 6.8).

La corba que envolta D est�a formada pel segment 0 � x � 2�, y = 0, de l'eix x, recorregut en

sentit creixent, i l'arc de cicloide determinat per

�(t) = (t� sin t; 1� cos t); 0 � t � 2� ;
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0

t

2�

Figura 6.8: Una volta de cicloide

que haurem de rec�orrer en sentit invers, des del punt (2�; 0) �ns al punt (0; 0).

Sobre el segment de l'eix x es t�e que

�ydx+ xdy = 0 ;

ja que y �es constant i igual a zero. Aix�� doncs, nom�es caldr�a integrar la forma diferencial

�ydx + xdy sobre l'arc de cicloide per tal de calcular l'�area de D. Tenint present que �(t)

recorre la corba en el sentit contrari del que hem de calcular, en resulta:

A(D) = �
1

2

Z 2�

0

(xy0 � yx0)dt

= �
1

2

Z 2�

0

((t� sin t) sin t� (1� cos t)(1� cos t)) dt

= �
1

2

Z 2�

0

(t sin t� 2 + 2 cos t)dt

= �
1

2
j�t cos t+ sin t� 2t+ 2 sin tj2�0 = �

1

2
(�4�) = 2�:

Camps conservatius plans

Una altra aplicaci�o del teorema de Green �es la caracteritzaci�o dels camps vectorials plans que

s�on conservatius, �es a dir, que provenen de potencial:

6.1.6 Teorema Sigui D una regi�o elemental del pla simplement connexa. Un camp vectorial

F = (P;Q) �es conservatiu si i nom�es si

@Q

@x
=
@P

@y
:

En efecte, sabem que la condici�o �es necess�aria. Tamb�e �es su�cient: si es d�ona la condici�o de

l'enunciat, la circulaci�o de F per qualsevol corba tancada de D ser�a zero, com es dedueix per
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aplicaci�o de la f�ormula de Green. Per�o aquesta �es una condici�o equivalent al fet que F sigui

conservatiu.

La hip�otesi que D sigui un domini simplement connex (�es a dir, sense forats) �es fonamental,

com mostra l'exemple seg�uent.

6.1.7 Exemple Considerem el camp vectorial de�nit per

F =

�
�

y

x2 + y2
;

x

x2 + y2

�
:

Aquest camp vectorial est�a de�nit, i �es derivable amb continu��tat, a tots els punts del pla llevat

de l'origen. Aix��, el teorema de Green li �es aplicable en tota regi�o que no encercli l'origen, per�o

no el podem aplicar, per exemple, al disc unitat.

El camp F satisf�a (all�a on est�a de�nit):

@Q

@x
�
@P

@y
=

@

@x

�
x

x2 + y2

�
�

@

@y

�
�y

x2 + y2

�
=

y2 � x2

(x2 + y2)2
�

y2 � x2

(x2 + y2)2
= 0 :

De tota manera, el camp no �es conservatiu en el disc unitat menys l'origen. En efecte, si ho fos,

la circulaci�o de F al llarg de qualsevol corba tancada hauria de ser zero, mentre que el c�alcul

directe que segueix mostra que no �es aix��: la integral de F al llarg de la circumfer�encia centrada

a l'origen i de radi 1, recorreguda en sentit antihorari, �esZ
C

�
y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy =

Z 2�

0

�
sin t

cos2 t+ sin2 t
d(cos t) +

cos t

cos2 t+ sin2 t
d(sin t)

=

Z 2�

0

(sin2 t+ cos2 t)dt

= 2� 6= 0 :

6.2 El teorema de Stokes. Camps conservatius

En aquest apartat establirem el teorema de Stokes, tamb�e conegut com a teorema del rota-

cional, que �es un resultat que expressa la relaci�o entre les integrals de l��nia i les integrals de

superf��cie. El teorema de Stokes cont�e, com a cas particular, el teorema de Green que ja hem

establert. A m�es, del teorema de Stokes deduirem una interpretaci�o f��sica del rotacional d'un

camp vectorial, independent del sistema de coordenades que emprem, i caracteritzarem (amb

les hip�otesis adequades) els camps conservatius com aquells que s�on irrotacionals.



Ap�endix A: Taula de primitives

Per a la comoditat del lector, recollim en aquest ap�endix algunes de les primitives m�es usuals

que apareixen al llarg del text. Una taula molt m�es completa es troba al llibre F�ormulas y

tablas de matem�atica aplicada, citat a la bibliogra�a.

1.

Z
(uv0) = uv �

Z
(vu0).

2.

Z
(auu0) =

au

ln a
+ C ; a 6= 1 ; a > 0.

3.

Z
(u0 cosu) = sinu+ C.

4.

Z
(u0 sinu) = � cosu+ C.

5.

Z
(ax+ b)n =

(ax + b)n+1

a(n+ 1)
+ C ; n 6= �1.

6.

Z
(ax+ b)�1 =

1

a
ln jax+ bj+ C.

7.

Z
x(ax + b)�1 =

x

a
�

b

a2
ln jax+ bj+ C.

8.

Z
x(ax + b)�2 =

1

a2

�
ln jax+ bj+

b

ax+ b

�
+ C.

9.

Z
1

x(ax + b)
=

1

b
ln

���� x

ax+ b

����+ C.

10.

Z
(
p
ax+ b)n =

2

a

(
p
ax+ b)n+2

n+ 2
+ C ; n 6= �2.
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11.

Z p
ax+ b

x
= 2

p
ax+ b+ b

Z
1

x
p
ax+ b

.

12. a)

Z
1

x
p
ax+ b

=
2

p
�b

arctg

r
ax+ b

�b
+ C ; si b < 0.

b)

Z
1

x
p
ax+ b

=
1
p
b
ln

�����
p
ax+ b�

p
b

p
ax+ b+

p
b

�����+ C ; si b > 0.

13.

Z p
ax+ b

x2
= �

p
ax+ b

x
+
a

2

Z
1

x
p
ax+ b

+ C.

14.

Z
1

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

15.

Z
1

a2 � x2
=

1

2a
ln

����x+ a

x� a

����+ C.

16.

Z
1

p
a2 + x2

= Arg sinh
x

a
+ C = ln

���x+pa2 + x2
���+ C.

17.

Z p
a2 + x2 =

x

2

p
a2 + x2 +

a2

2
Arg sinh

x

a
+ C.

18.

Z
1

x
p
a2 + x2

= �
1

a
ln

�����a+
p
a2 + x2

x

�����+ C.

19.

Z
1

x2
p
a2 + x2

= �
p
a2 + x2

a2x
+ C.

20.

Z
1p

a2 � x2
= arcsin

x

a
+ C.

21.

Z p
a2 � x2 =

x

2

p
a2 � x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C.

22.

Z
x2
p
a2 � x2 =

a4

8
arcsin

x

a
�

1

8
x
p
a2 � x2(a2 � 2x2) + C.

23.

Z p
a2 � x2

x
=
p
a2 � x2 � a ln

�����a+
p
a2 � x2

x

�����+ C.

24.

Z p
a2 � x2

x2
= � arcsin

x

a
�
p
a2 � x2

x
+ C.



Ap�endix B: Les funcions d'Euler

Al llarg del text hem suposat conegudes, en diferents punts, com ara quan hem establert la

f�ormula de Dirichlet, les funcions � i B d'Euler. En aquest breu ap�endix recordem la de�nici�o

d'aquestes funcions, aix�� com algunes de les f�ormules associades.

La funci�o gamma: �

Si x > 0, es de�neix la funci�o � com la integral impr�opia

�(x) =

Z 1

0

e�ttx�1 dt.

La funci�o � est�a ben de�nida (en el sentit que �es una integral convergent) per a tot x > 0, i �es

una funci�o C1 per a aquests valors. La propietat fonamental de � �es la relaci�o funcional que

estableix el resultat seg�uent.

Proposici�o. �(x+ 1) = x�(x).

En efecte, el resultat se segueix d'integrar per parts:Z 1

0

e�ttxdt = �txe�t
���1
0
+ x

Z 1

0

e�ttx�1dt = x�(x):

Com que �(1) = 1, de la proposici�o anterior se segueix que

�(n+ 1) = n! :

A m�es, al cap��tol 2 hem provat que

�

�
1

2

�
=
p
� ;

d'on se segueix que

�

�
n+

1

2

�
=

(2n� 1)!!

2n
p
� :
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La funci�o beta: B

Per a x; y > 0 es de�neix la funci�o beta d'Euler per

B(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1 dt.

De les propietats de la funci�o B destaquem:

Proposici�o.

1. B(x; y) = B(y; x).

2. B(x; y) = 2

Z �=2

0

sin2x�1 � cos2y�1 � d�.

3. B(x; y) =
�(x)�(y)

�(x + y)
.

4. B(x; y) =

Z 1

0

vx�1

(1 + v)x+y
dv.

La primera propietat �es clara. Quant a la segona, considerem el canvi de variable

t = sin2 � ; 0 < � < �=2 :

Aleshores, es t�e queZ 1

0

tx�1(1� t)y�1dt =

Z �=2

0

sin2x�2 � cos2y�2 �2 sin � cos �d�

= 2

Z �=2

0

sin2x � cos2y�1 �d� :

Provem ara 3: en el producte �(x)�(y),

�(x)�(y) =

Z 1

0

e�ttx�1dt

Z 1

0

e�tty�1dt ;

fem el canvi de variable t = u2, t = v2 i calculem la integral resultant utilitzant coordenades

polars:

�(x)�(y) =

Z 1

0

e�u
2

u2x�2 � 2udu �
Z 1

0

e�v
2

v2y�22vdv

= 4

Z 1

0

Z 1

0

e�u
2�v2u2x�1v2y�1dudv

= 4

Z 2�

0

d�

Z 1

0

e�r
2

r2x�1 cos2x�1 � r2y�1 sin2y�1 rdr

= 2

Z 2�

0

cos2x�1 � sin2y�1 �d� � 2
Z 1

0

e�r
2

r2x+2y�1dr

= B(x; y) � �(x+ y) :
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Deixem la quarta propietat com a exercici.

La propietat 3, juntament amb el c�alcul de � en els enters i els semienters, permet calcular la

funci�o B en punts de coordenades enteres i semienteres. Per exemple,

B

�
3

2
;
1

2

�
=

�

�
3

2

�
�

�
1

2

�
�

�
3

2
+

1

2

� =

1

2
�

�
1

2

�
�

�
1

2

�
�(2)

=
�

2
:

Conjugant les propietats 2 i 3 trobem que

2

Z �=2

0

sin2x�1 � cos2y�1 d� =
�(x)�(y)

�(x + y)
:

En particular,

2

Z �=2

0

sinn � cosm �d� =

�

�
n+ 1

2

�
�

�
n+ 1

2

�
�

�
n+m+ 2

2

� :

Aix��, per exemple,

Z �=2

0

sin4 � cos2 �d� =
1

2

�

�
5

2

�
�

�
3

2

�
�(4)

=
1

2

3

2

1

2

p
�
1

2

p
�

3 � 2
=

�

96
:
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