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Prefaci

El contingut d’aquest llibre correspon a una introduccié a les estructures i als metodes de calcul que
s’utilitzen per treballar-hi. Inclou material que habitualment rep el nom de mecanica de materials
o, altrament, resisténcia de materials, i una introduccié als metodes de calcul propiament dits. Es
fa emfasi en la resolucié d’exemples, que, en alguns casos, s’ha realitzat de diverses maneres amb
I'objectiu de comparar els diversos procediments de calcul. Esta estructurat en tres parts.

La primera correspon a I’estudi puntual de les deformacions i de les tensions, capitol 2, i s’hi estableixen
els conceptes principals de 1’elasticitat.

A la segona part, capitols del 3 al 9, es fa una analisi dels esforgos a les seccions transversals de les
barrres i de les tensions i deformacions que aquests provoquen; s’estudien la traccié o compressié pura,
la flexid, la traccié o compressié excentrica, el cisallament i la torsié. L’estudi se centra en les barres
rectilinies o amb poca curvatura inicial i no s’estudien les plaques ni els cossos tridimensionals. Aquest
bloc acaba amb una introduccié als conceptes energetics i als seus teoremes principals, en el capitol 9.
El tercer bloc correspon a una revisio dels metodes principals de calcul en les estructures, capitol 10, i
a la resolucié d’una serie representativa d’exemples, capitol 11, fent emfasi especialment en el metode
matricial, que és la base dels metodes moderns de calcul d’estructures complexes per elements finits.
Per acabar, es fa una breu introduccié al vinclament, que per la seva complexitat gairebé requeriria
un volum a part.

L’autor agraeix al prof. Lluis Gil del Dept. de Resisténcia de Materials de la UPC, la seva aportacié en
la revisi6 tecnica del llibre. També al Servei d’Edicions de la UPC per I'acurada revisié terminologica
i sintactica, la qual ha contribuit a millorar notablement el contingut del present llibre.

Manresa, 3 d’octubre de 2005
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1 Introduccio 11

1 Introduccio

En el disseny dels elements d’una maquina o d’una estructura s’ha de tenir en compte el perill de
trencament o deformacié perillosa per ’accié de les forces exteriors a que estan sotmesos (fig. 1.1).
La resistencia de materials és la branca de la mecanica que estudia els solids com a medi continu i
susceptible d’experimentar deformacions, i se centra en els aspectes practics i que no requereixen una
gran aproximacié en els resultats; 1’elasticitat ho fa en els aspectes més generals i teorics.

En un cos no deformat, sobre el qual no hi ha forces externes aplicades, la configuracié de les molecules
correspon a un estat d’equilibri mecanic i térmic sense la presencia de forces internes (fig. 1.2 a). Aixo
significa que si considerem un volum qualsevol del cos, sobre ell no actua cap forga. Aquesta situacié
és ideal, ja que en la practica sempre hi haura forces externes aplicades, si més no, el pes propi. Quan
s’hi apliquen forces externes, el cos es deforma, la posicié de les molecules varia i el cos surt de la
situaci6é d’equilibri, i apareixen forces al seu interior, anomenades esforcos interns (fig. 1.2 b).

Si el cos, després de treure la carrega exterior, recupera totalment la seva forma anterior, es diu que
té un comportament perfectament elastic. L’experiencia ens diu que quan els esforcos interns superen
determinats valors, caracteristics del cos, aquest rep una deformacio residual o plastica. Els elements de
les estructures han de ser resistents (que no es trenquin ni que experimentin deformacions plastiques),
també han de tenir suficient rigidesa (poc deformables) i han de ser estables (conservar la forma).
En fer els calculs dels diferents elements, s’ha de tenir en compte que, en sotmetre’ls a carregues de
treball, les variacions de forma i dimensions estiguin dintre de les adequades per al funcionament
normal de I'element en qiiestié. Per exemple, la fletxa maxima permesa d’una biga depeén del tipus
d’edifici on ha d’anar col-locada (en un hospital, per exemple, es permet menys fletxa que en un
habitatge particular).

La resisténcia de materials proporciona metodes per al calcul dels esforcos interns i les deforma-
cions produides per aquests en els elements estructurals. Les hipotesis basiques que s’adopten sén

T P T

Figura 1.1 Trencaments o deformacions perilloses

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



12 Analisi d’Estructures: Teoria i Problemes
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Figura 1.2 a) Cos no deformat, b) cos deformat

les segtients: els desplacaments i les deformacions que es produeixen sén molt petits, comparats amb
les dimensions dels elements que es tracten. Les forces s’apliquen molt lentament, per la qual cosa
podem negligir les vibracions produides. El conjunt de I'estructura i qualsevol part d’aquesta esta en
equilibri estatic sota 'accié de les forces externes i els esforcos interns. Admetem que les forces actuen
independentment unes de les altres (principi de superposicio), és a dir, 'accié conjunta de les forces
exteriors és igual a la superposicié dels efectes produits per cada una d’elles, aplicades per separat.
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2 Deformacid i tensié en un punt 13

L .

2 Deformacio i tensiéo en un punt

2.1 Deformacié en un punt

Per a la descripcié matematica del procés de deformacié fixem com a origen de coordenades un punt
(0]
qualsevol a lespai O; a continuacié a cada punt P del solid abans de la deformacié li associem un
0 0 0 o . o
vector r = OP (fig. 2.1). Les components de r respecte d’'una base qualsevol e; les designem per z;,
. . . o . N
on i = 1,..,3. El conjunt format per O i la base e; s’anomena sistema de referéncia, i x; sén les

coordenades de 103 respecte a aquest sistema de referéncia. Aixi, a cada conjunt 2 li correspon un i
solament un punt del cos.

Les corbes formades pels punts obtinguts variant solament una de les coordenades s’anomenen corbes
coordenades. Si aquestes corbes son linies rectes, llavors les coordenades s’anomenen rectilinies, en cas
contrari, curvilinies.

o. o0 ,

El producte escalar de dos vectors qualssevol r i v és
o o O 0 0 O O 0 0 O
r-v= xieiyjej = :ciyjeiej

Definint les quantitats 52-3- per

escriurem

Figura 2.1 Analisi de la deformacid
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o o o o o
-V =0;TY;
o N . ’
Es pot comprovar que les g;; tenen caracter tensorial; sén les components de 'anomenat tensor fona-

mental. Si la base &; és ortonormal, és a dir, formada per vectors unitaris i ortogonals, com per exemple
la base canonica i, j, k, llavors Eij = 0;j
La distancia entre dos punts molt proxims ve donada pel producte escalar del vector d; per ell mateix,
és a dir,
02 o .0 0
dl = g;;dz;dz;

o o
Quan el cos es deforma, dos punts molt proxims P i ( es traslladen a uns nous punts, també molt
proxims, P i Q (fig. 2.1). La distancia entre P i @ sera

2 _ oo dyadr
dl* = gijdx;dx;
on x; sén les coordenades respecte del nou sistema de referéncia i g;; les components del tensor
fonamental en aquest nou sistema. de referencia.

02
Una mesura per saber si el cos s’ha deformat o no és la quantitat di?> — dl , que val

02 o ,0 .0
di* —dl = gapdradrg — g;;dz;dz;

. ., o . o0 .
podem expressar les coordenades z, i xg en funcié de les x; i z;, de manera que obtindrem

02 0 0 0xq O
A2 —dl = gag—2dt; =L df; — §;;d%:d%5 = | gap s =8 — G0 | disd?;
€Ty Zj 6901 (%cj
definint
1 Oz, O o
Uij =5 gaﬁ—oa—oﬁ —Yij (2.2)
X 63@
escriurem simplement
2 02 o .o

Les quantitats u;; definides d’aquesta manera sén les components d’'un tensor. El caracter tensorial es
pot verificar facilment considerant un canvi de coordenades i és una conseqiieéncia directa del caracter
tensorial de §ij i de g;;. El tensor u;; definit per 2.2 va ser introduit per Green i St.Venant i s’anomena,
tensor de deformacions de Green [7], les components u;; amb i = j les anomenarem deformacions
normals, pero de vegades se les anomena deformacions axials o també longitudinals, i les components
amb i # j deformacions de cisallament, tangencials o tallants. De la definicid, és clar que el tensor de
deformacions és simeétric.

Per altra banda, s’observa que una condicié necessaria i suficient perque el moviment del cos consisteixi
simplement en un moviment com a solid rigid, és a dir, en una translacié i una rotacid, és que totes
les components del tensor de deformacions siguin zero.

Si utilitzem, tant en l'estat deformat com en l'estat no deformat, un sistema de referéncia amb una
base ortonormal, per exemple el sistema rectangular cartesia, llavors

o
G9ij = 9i5 — 0ij
1 2.2 s’escriura
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3 Estudi de les barres

Fins ara hem estudiat la forga per unitat de superficie (tensi6) en un punt, per a diferents orientacions.
En aquest capitol estudiem les forces internes i els moments interns totals fets sobre les seccions
transversals dels elements, que anomenem simplement esforcos, i als capitols segiients els relacionarem
amb les tensions. Considerem 'exemple que es mostra a la figura 3.1. Com que la for¢a externa és
aplicada a B, tan sols apareixen esforgos interns a la regié AB de I'element, si s’apliqués la forga a C,
apareixerien esforcos a tot 1’element.

L’analisi el fem amb barres rectes en l'estat no deformat, i al final del capitol dedicat a la flexi
analitzarem les barres amb forta curvatura. Llavors veurem que, si les dimensions transversals de la
barra sén petites en relacié al seu radi de curvatura, les expressions trobades per barres rectes es
poden continuar utilitzant.

A TDestat no deformat, prenem l'eix X tangent a la directriu de la barra en cada punt. Els eixos Y i
Z els prenem en el pla perpendicular a la directriu i en la direccié dels eixos principals d’inercia de la
secci6 transversal (fig. 3.2).

Considerem una barra sobre la qual hi ha aplicades carregues externes (fig. 3.3). Si tallem per una
secci6 tranaversal qualsevol, en les seccions tallades existeixen esforcos interns que, segons ’estatica,
poden reduir-los a una for¢a n i un moment m aplicats en un punt qualsevol (prendrem el centroide de
la seccid). Per calcular-los apliquem les equacions de 'estatica a qualsevol de les dues parts tallades.
Es important assenyalar que els esforcos interns seran els mateixos si apliquem ’estatica al tros de
I’esquerra que si ho fem al de la dreta, per la tercera llei de Newton, i que sén els esforcos que actuen
en l'estat deformat.

Ates que els desplacaments els considerem molt petits, juntament amb les deformacions; podem, com
a primera aproximacio, aplicar ’equilibri en I’estat no deformat per determinar-ne els esforgos. Aixo
simplifica molt el problema ja que la geometria de ’estat deformat no la coneixem fins que no resolem
les equacions corresponents (les d’equilibri i les que lliguen els esfor¢os amb les tensions).

Aixi doncs, respecte dels eixos X,Y, Z de l'estat no deformat, n, és un esfor¢ normal, ny i n, sén
esforcos de cisallament, my i m, sén moments flectors i m, és un moment torsor. Si I'inic esforc

Figura 3.1 Esforcos interns al llarg d’una barra
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Figura 3.3 Esforcos interns

que hi ha present és un esfor¢ normal aplicat al centroide de la seccié transversal, llavors l'estat de
sol-licitacié corresponent s’anomena. traccid o compressié pura; si estd aplicat en un punt diferent del
centroide, llavors s’anomena traccio o compressio excéntrica. Si I'inic esforg que hi ha present és un
moment flector, llavors 'estat de sol-licitacié corresponent s’anomena flexid pura. I si I'inic esfor¢ que
hi ha és un moment torsor, llavors ’estat de sol-licitacié corresponent s’anomena torsio.

Si la barra té un pla de simetria i les carregues actuen en aquest pla, llavors només hi haura tres esforgos.
Prenent els eixos al X,Y sobre el pla de simetria, aquests esforcos seran: n., n, i m.; aquestes barres
s’anomenen de pla mitja.

Com veurem més endavant, si solament hi ha esforcos normals i moments flectors, llavors les seccions
transversals es mantenen planes (hipotesi de Navier) i perpendiculars a la linia de centroides en I'estat
deformat. Si es consideren solament les deformacions produides per flexid, s’obté 'anomenat model
d’Fuler-Bernoulli . En canvi si existeixen esforcos de cisallament deguts a carregues transversals,
llavors els suposits anteriors no es compleixen; les seccions transversals deixen de mantenir-se planes
i, encara que considerem seccions petites, no seran perpendiculars a la linia de centroides. Tampoc no
es verifica la hipotesi de Navier en seccions no circulars sotmeses a moments torsors, com veurem en
estudiar la torsié (capitol 8).

3.1 Equacions d’equilibri de les seccions

Considerem l’element de barra compres entre dues seccions transversals molt proximes (fig. 3.4). Si
anomenem k la forga exterior exercida sobre la unitat de longitud de la barra en I’estat no deformat,
I’equilibri de forces per a ’element diferencial estableix que

dn
k= 1
Is + 0 (3.1)

Per establir I’equilibri de moments ho farem respecte del punt O, que és el centroide de la seccio frontal
en el sentit d’avang de la barra (fig. 3.4). Suposem que actua un moment 1 per unitat de longitud de
la barra de ’estat no deformat.

L’equilibri de moments s’escriura, negligint infinitesims d’ordre superior
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1
m-+d m

k ds
i 'A\/C)’O/
n \ n+dn

Figura 3.4 Forces i moments en un element diferencial de barra

AN 3

ANNNNNNNN

Figura 3.5 Exemple 1

dm + (—dr x (—n)) +1ds =0
dividint ’expressio per ds

dm dr
—_— —_— l: .2
7 +ds X n -+ 0 (3.2)

Desenvoluparem aquestes equacions més endavant, en parlar de la flexié.

3.2 Exemples

Exemple 1
Trobeu les reaccions externes i dibuixeu els diagrames d’esforcos de la barra de la figura 3.5
Solucio

El primer que hem de fer és calcular les reaccions externes aplicant l'estatica a la barra. Suposem les
dues reaccions verticals cap amunt.

/\ (ONE]

AAOSNNWN

T,

B

Figura 3.6 Exemple 1. Reaccions externes
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4 Traccido i compressié pura

S’anomena traccid o compressio pura 'estat de sol-licitacié en el qual 'inic esfor¢ que hi ha present
és un esfor¢ normal aplicat al centroide de la seccié transversal.

Considerem una barra rectilinia en 'estat no deformat (fig. 4.1). Com hem fet el capitol 3, prenem
Porigen de coordenades al centroide d’una seccid transversal qualsevol (prenem la seccié central), I'eix
X en la direccié de la barra i Y, Z sobre la seccié transversal i coincidint amb els eixos principals
d’inercia de la seccié.

Suposem ara que als dos extrems s’aplica una forga en la direccié X. En aquest cas, les seccions
transversals es mantenen planes i perpendiculars a la linia de centroides en ’estat deformat. Aixo es
pot comprovar observant la figura 4.1, on s’ha suposat una situacié més general (en la qual esta inclosa
la traccié o compressié pura): que 'esfor¢ normal actua en un punt qualsevol de la seccié.

Com que a totes les seccions transversals hi ha el mateix esforg, inicament una forga axial, o normal,
totes elles es deformen de la mateixa manera. Pero, per simetria, la seccié del mig es manté plana;
per tant, totes les seccions es mantindran també planes. Per simetria, es pot comprovar també que
les seccions es mantenen perpendiculars a la linia de centroides; aixo implica que les deformacions de
cisallament, i per tant les tensions de cisallament, sén zero en aquesta situacio.

Com que totes les seccions es deformen igual, en totes elles hi ha la mateixa distribucié de tensions.
Podem fixar-nos, doncs, en qualsevol d’elles: prendrem la seccié central. Si prenem un petit element
de gruix dx al voltant d’un punt d’aquesta seccié, en produir-se la traccié o compressié en varia el
gruix, s’allarga o s’escurca segons si esta situat per sota o per sobre del centroide de la seccid. Es a
dir, apareixen tensions normals en direccié tangent a la linia de centroides de l'estat deformat, que
no coincideix amb l'eix X per poc que ens apartem de la seccié central. D’altra banda, no apareixen
tensions de cisallament, com ja hem dit.

Si considerem desplacaments i deformacions molt petites, podem considerar que la linia de centroides
en l'estat deformat coincideix aproximadament amb l'eix X, és a dir, que el seu pendent és molt
petit (aixo no implica que la curvatura, que esta lligada amb la segona derivada i no amb la primera,
com el pendent, hagi de ser també igual de petita). Per tant, podem considerar, amb desplagaments i
deformacions molt petits, que les tensions normals que apareixen van en la direccié de X; designem-les
Per Oy, 1 QU Opy = Oyg = Oz = 055 = 0.

Pel que fa a les tensions oy, i 0.., observem que en el contorn lateral de la barra, comque no hi ha
carregues aplicades, no hi haura tensié, ni normal ni de cisallament. Prenem un element petit del
contorn de superficie ds (fig. 4.2); és clar que si sobre ds no hi ha tensié de cap mena i tampoc no
hi ha tensions de cisallament sobre cap cara, llavors oy, i 0., han de ser zero en els punts propers
al contorn lateral i, per tant, també en els elements del costat. Podem continuar el raonament per
contigiiitat comprovant aixi que en tots els punts de la secci6 transversal oy, = 0., = 0.

D’altra banda, I’aproximacié esmentada ens permet aplicar ’equilibri en ’estat no deformat per cal-
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v

Figura 4.1 Traccié o compressio

cular els esforcos a les seccions transversals en comptes de fer-ho a I'estat deformat, que seria el més
correcte pero ens obligaria a considerar els esforcos com a incognites.

Calculem ara o,;, que és I'tinica tensié present, segons hem vist. Considerem un element diferencial
limitat per dues seccions transversals separades dx de la barra rectilinia en el seu estat no deformat
(fig. 4.3). En produir-se la traccié o compressid, els punts de la seccié es mouen i les longituds de les
fibres varien, de manera que una fibra de longitud dx abans de la deformaci6 passa a mesurar dz + dl
després de la deformacid, és a dir, la seva longitud ha variat dl. El moviment més general que pot fer
la secci6 és una translacié més una rotacié; aixo és el que suposarem (fig. 4.3 a).

Amb les aproximacions esmentades, la deformacié normal wu,, és

dl
dx
Si suposem que existeix linealitat entre oy, 1 ug,, és a dir, que es compleix la llei de Hooke, i tenint
en compte que o,y = 0., = 0, segons 2.46 es complira

(4.1)

Ugx =

on F és el modul de Young, caracteristic de cada material. Aquesta linealitat és aproximada i el seu
marge de validesa depen del tipus de material (per a l’acer, per exemple, és bastant aproximada; per
al ferro de fosa, no).

Si considerem el desplacament relatiu dels extrems de la fibra en comptes de 1’absolut, obtenim la
posici6 relativa de dues seccions transversals molt proximes (fig. 4.3 b).

Com que suposem que cada punt de la seccié experimenta un desplacament tan sols en la direccid
X, la rotacid diferencial df, és a dir, la diferéncia de rotacions entre dues seccions transversals molt
properes en produir-se la deformacié, sera ’angle entre 1’eix X i el vector normal al pla d’equacié

dl = Apy + Boz + Cy (4.3)

Aixi, si designem per t’ el vector unitari perpendicular a aquest pla, el vector rotacié diferencial dé
s’escriura com
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5 Flexi6é pura

S’entén per flexio pura la situacié en la qual en les seccions transversals tan sols actua un moment
flector. Si la direccié del moment flector coincideix amb un eix principal d’inercia, la flexié s’anomena
recta, si no, desviada (fig. 5.1). Analitzem, en primer lloc, una flexié recta.

5.1 Flexio recta

L’analisi de la flexié recta és semblant a la que hem fet per a la traccié o compressio; en comptes
d’una forca a cada extrem de la barra, el que hi ha és un moment flector. Per comoditat del lector,
repetirem alguns arguments que ja s’han dit al seu moment.

Considerem una barra rectilinia en 'estat no deformat (fig. 5.2). Com varem fer al capitol 3, prenem
l'origen de coordenades al centroide d’una seccid transversal qualsevol, prenem la seccié central, 1’eix
X en la direccié de la barra i Y, Z sobre la seccié transversal i coincidint amb els eixos principals
d’inercia de la seccid.

Suposem ara que als dos extrems s’aplica un moment flector en la direccié z. En aquest cas, com també
passava en la traccié o compressié pura, les seccions transversals es mantenen planes i perpendiculars
a la linia de centroides en 'estat deformat. Aix0 es pot comprovar observant la figura 5.2; com que
a totes les seccions transversals hi ha el mateix esforg¢, tinicament un moment flector, totes elles es
deformaran de la mateixa manera. Pero, per simetria, la seccié del mig es manté plana; per tant, totes
les seccions es mantindran també planes. Per simetria, es pot comprovar també que les seccions es
mantenen perpendiculars a la linia de centroides; aix0 implica que les deformacions angulars, i per
tant les tensions de cisallament, son zero en aquesta situacio.

Com que totes les seccions es deformen igual, en totes elles hi ha la mateixa distribucié de tensions;
podem fixar-nos, doncs, en qualsevol d’elles; prendrem la seccié central. Si prenem un petit element de
gruix dx al voltant d’un punt d’aquesta seccid, en produir-se la flexié en varia el gruix, que s’allarga o
s’escurca depenent de si esta situat per sota o per sobre del centroide de la seccio. Es a dir, apareixen
tensions normals en direccié tangent a la linia de centroides de l'estat deformat, que no coincideix
amb l'eix X per poc que ens apartem de la seccié central. D’altra banda, no apareixen tensions de
cisallament, com ja hem dit.

Si considerem desplacaments i deformacions molt petits, podem considerar que la linia de centroides
en 'estat deformat coincideix aproximadament amb 'eix X, és a dir, que el seu pendent és molt petit
(aix0 no implica que la curvatura, que esta lligada amb la segona derivada i no amb la primera, com
el pendent, hagi de ser també igual de petit). Per tant, podem considerar, quan tenim desplacaments i
deformacions molt petits, que les tensions normals que apareixen van en la direccié de X, designem-les
Per Oy, 1 QU Opy = Oyg = Oz = 055 = 0.
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|
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Flexid recta

Y

\
Y

Flexid desviada

Figura 5.1 Tipus de flexio

Figura 5.2 Flexio pura recta
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A Y Y A
dx
<> i m
m:
t'
X o X
g do s
S—p 7axs >
— o}x \ OT”
a) b)

Figura 5.8 Gir de les seccions transversals en la flexié: a) gir absolut. b) gir relatiu

Pel que fa a les tensions oy, i 0., observem que en el contorn lateral de la barra, com que no hi
ha carregues aplicades no hi haura tensid, ni normal ni de cisallament. Prenem un element petit del
contorn de superficie ds (fig. 4.2), és clar que si sobre ds no hi ha tensié de cap mena i tampoc no
hi ha tensions de cisallament sobre cap cara; llavors oy, i 0., han de ser zero en els punts propers
al contorn lateral i, per tant, també en els elements del costat. Podem continuar el raonament per
contigiiitat i comprovrem que en tots els punts de la secci6 transversal o,y = 0, = 0.

D’altra banda, I’aproximacié esmentada ens permet aplicar ’equilibri en ’estat no deformat per cal-
cular els esforcos a les seccions transversals en comptes de fer-ho a ’estat deformat, que seria el més
correcte pero ens obligaria a considerar els esforcos com a incognites.

Calculem ara o, que és ltnica tensié present, com hem vist. Considerem un element diferencial
limitat per dues seccions transversals separades dx de la barra rectilinia en el seu estat no deformat
(fig. 5.3). En produir-se la flexid, les seccions giren i, possiblement, es traslladen de manera que una
fibra de longitud dx abans de la deformacié passa a mesurar dx + dl després de la deformacié, és a
dir, que la seva longitud ha variat dl (fig. 5.3, a).

Amb les aproximacions esmentades, la deformacié normal u,,;, és

di

- (5.1)

Upy =

Si suposem que existeix linealitat entre 0., i1 Uz, és a dir, es compleix la llei de Hooke, i tenint en
compte que oy, = 0., = 0, segons 2.46 es complira
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6 Traccidé i compressiéo excentrica

S’anomena traccid o compressio excentrica 'estat de sol-licitacié en que a la seccié transversal hi ha
aplicada tan sols un esfor¢ normal N en un punt P(y”, 2F) diferent del centroide de la seccié (fig. 6.1)

6.1 Deformacions i tensions

La forca N aplicada al punt P és equivalent a la mateixa forca aplicada a G més el moment resultant
de la translacié m, essent

m=rp xN

onrp = (0,y7,2F) i N = (N,0,0)

Efectuant el producte vectorial

i j k
m=| 0 y© 2| =Nzj— Ny k
N 0 0

és a dir, el moment resultant de la translacié té components sobre els eixos Y i Z. Podem concloure,
doncs, que la forga normal N aplicada fora del centroide és equivalent a una traccié-compressié pura
més una flexié desviada, amb m, = —Ny’ i my = N 2P, Es a dir, la situacié que tenim es resumeix

AY

linia neutra

Figura 6.1 Traccio o compressio excéntrica
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en
ny =n, =0

ng =N

my = NzP
m, = —Ny"
mg =0

Aplicant el principi de superposicié escriurem

N NyP NzP

Y =FA T ELY T ELC
i
NyP NP
z Y
La linia neutra la trobarem fent o, = 0
1 yP 2P
0= -+ ol 6.1
ATLVTLR (6.1)

6.2 Nucli central

De I’equacié de la linia neutra es dedueix que aquesta no passa pel centroide i, a més, no passa pel
mateix quadrant on és aplicada la forca N (hauria de ser y > 0 i z > 0 simultaniament; en cas que
yr i 2P també ho fossin, llavors la suma dels tres termes no donaria zero). La linia neutra separa la
zona de la seccié que treballa a traccié de la que treballa a compressié. Podria ser que la linia neutra
fos tangent a la seccid o que estigués situada fora d’ella; en aquests casos, tota la seccié quedaria
a la mateixa banda de la linia neutra i, per tant, apareixerien tensions del mateix signe en tots els
punts de la seccié. Sigui P un punt on hauriem de col-locar la forca normal per tal que la linia neutra

corresponent fos tangent a la seccié (fig. 6.2), la distancia entre el centroide i la linia neutra és

1/A
yP 2 2P\ 2
(%)« (%)
Si acostem el punt d’aplicacié de la forga cap al centroide sobre la recta que uneix G amb P, la
linia neutra s’allunya traslladant-se paral-lelament. Aix0 és degut al fet que, segons 6.1, l'orientacié
del vector director de la linia neutra no canvia i d es fa més gran. Per tant, aplicant la forca en
qualsevol punt del segment PG tota la seccié treballara a traccié (o bé a compressié si el que hi ha
aplicat és una compressié). Fent el mateix procés per a totes les orientacions de la linia PG i unint
tots els punts P s’obté el contorn del que s’anomena nucli central. Aixi doncs, aplicant una forca de
traccié (compressid) en el contorn o a linterior del nucli central, tota la seccid treballara a traccio
(compressid). El coneixement del nucli central és necessari en ocasions en que interessa precisament
que tota la seccié treballi de la mateixa manera, per exemple, en el cas d’un pilar de formigé sobre

el qual hi ha aplicada una carrega de compressié; no convé que apareguin zones de traccio ja que el
material la suporta malament.de

d=
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Nucli central

A

o 1,

Figura 6.2 Nucli central

6.3 Exemples

Exemple 1

Trobeu les tensions normals en els punts A, B, C i D de la figura 6.3, 'equacié de la linia neutra, i
dibuixeu-la

Solucio

La seccié ABCD esta sotmesa a una traccié excentrica de valor P aplicada en el punt de coordenades
zp = —a/2 iy, = a/2 (fig. 6.4); per tant, i tenint en compte que I, = 1/12-ab® i I, = 1/12 - ba?, la
tensié normal en cada un dels punts A, B, C i D sera

P Pyp Pzp

- AT LYt
P Pb/2 P 2 —5P
op = — -+ / (—b/2)+ ( a/) /2:
(lb iabg ibag ab
12 12
P Pb/2 P(—a/2 P
op = —+ / (—b/2)+w(—a/2):—
ab iab:; ibag ab
12 12
P Pb/2 P 2 7P
oo = —b+ 1/ b/2 + ( a/)(— /2)——b
a —ab3 —ba3 a
12 1
P Pb/2 P(—a/2 P
op = —+ / b/2 (za/ )a/2:—
(lb iabg ibCLS (Ib
12 12
La linia neutra té per equacié
1 a2f xb
0= Z + I—Z«Tl + 1—11’2

Substituint dades
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1€ B

D b A

Figura 6.3 Exemple 1

P

Figura 6.4 Exemple 1. Seccié ABCD

1 b2 —a/2
0=t 1/ y+ 1a/ ?
W —abd —bad
12 12
6 6
0 = 14+-y——2

a la figura 6.5 esta dibuixada la linia neutra sobre la seccid.

linia neutra

Figura 6.5 Exemple 1. Linia neutra
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7 Cisallament

7.1 Calcul de les tensions

El raonament de simetria que varem fer en l'estudi de la traccié o compressié i en la flexié, que ens
permetia establir que, en presencia d’aquests esforcos, les seccions transversals es mantenen planes i
perpendiculars a la linia de centroides en 'estat deformat, no és valid quan tenim esforgos de cisal-
lament. No podem imaginar cap situacié en la qual, a les seccions transversals, hi hagi un esfor¢ de
cisallament constant i a la vegada hi hagi simetria respecte d’una seccié central que puguem considerar,
doncs, que es manté plana.

Podem imaginar, per exemple, una barra encastada a la esquerra (fig. 7.1 a) i amb una carrega vertical
aplicada a I'extrem. En aquest cas, és cert que 'esfor¢ de cisallament és constant al llarg de la barra;
per tant, la deformacié per cisallament sera la mateixa en totes elles, pero no hi ha simetria respecte
d’una seccié central. Una altra situacié que podem imaginar és una barra recolzada en els dos extrems
amb una carrega vertical aplicada al mig (fig. 7.1 b); en aquest cas, la seccié central es manté plana
per simetria, perdo no podem dir que totes les seccions tenen la mateixa deformacié per cisallament ja
que aquest esforg no és constant en elles (té sentits diferents en les dues meitats).

La conclusié és, doncs, que, en presencia d’esforgos de cisallament, no hi cap raonament de simetria que
faci que es cumpleixi la hipotesi de Navier que les seccions es mantenen planes (veurem més avall que,
certament, no es mantenen planes). Aixi; el procediment utilitzat en estudiar la traccié o compressi6
i la flexié pura no ens serveix per al cas que hi hagi un esforg de cisallament.

Per al calcul de les tensions seguirem el procediment anomenat semi-invers, degut a Saint-Venant.
Aquest consisteix a “endevinar” una solucid, per analogia amb alguna altra situacié similar, i tot seguit
provar que és la solucié correcta tot demostrant que compleix les equacions de I’elasticitat que ha de
complir; que sén les equacions d’equilibri, les de contorn i les equacions de compatibilitat. La unicitat

F F

i

a) b)

Figura 7.1 Situacions per analitzar el cumpliment de la hipotesi de Navier de seccions planes en presencia d’esforcos de

ANNNN\\\WN

- -

cisallament.
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Figura 7.2 Flexio amb carrega transversal

de la solucié esta assegurada pel teorema d’unicitat (degut a Kirchoff) [2]. Si la solucié de prova
conté solament termes linials o constants per a les tensions (i, per tant, per a les deformacions), i ates
que les equacions de compatibilitat 2.22 tenen solament segones derivades de les deformacions, el seu
compliment esta assegurat. N’hi hauria prou, doncs, que la solucié cumpleixi les equacions d’equilibri
i les de contorn.

Sigui una barra rectilinia de longitud ! i de seccié arbitaria encastada a I’extrem esquerre i amb una
carrega P en la direccié d’un dels dos eixos principals de les seccions transversals -suposarem l’eix Y-,
aplicada al punt (yo, z0,1) (fig. 7.2).

En un seccié transversal qualsevol situada a distancia x de 'extrem esquerre, el moment flector val

m, =—P(l — x)

Per tant, és logic suposar, per analogia amb la flexid, que I'estat tensional vindra donat per

P(l—x)
I

i 04y 1 04, quedaran per determinar. Les tensions aixi suposades han de complir les equacions d’equi-

libri, les de compatibilitat i les condicions de contorn.

El compliment de les equacions d’equilibri implica

Uyy:Uzz:Uzy:O Opx = Yy

_ @ 00zy 004,

1, y oz 0
0oy

or 0
00z .

De la segona i tercera equacions es dedueix que les tensions oy, i 0., tenen els mateixos valors en
totes les seccions tranversals de la barra. La primera equacié es pot escriure com

0 0 Py? B
320w gy (70 51 ) =

que es compleix identicament si posem

OF Py OF
8_2/ O'xy_zjz—$+f(z)

on F(y, z) és 'anomenada funcid de tensions i f és una funcié que depeén solament de z i es determina
amb les condicions de contorn. Per tant, obtenim

Orz = —
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oF OF  Py?
- ny = — +
oy 0z 21,

+ f(2) (7.2)

Oxz =

També s’han de complir les equacions de compatibilitat 2.52 en termes de les tensions, equacions de
Beltrami-Michell. En aquest cas, es redueixen a

VQsz =0
1 P
2 )
Vayx+1+y< Iz) 0 (7.3)
Substituint 7.2 a 7.3 s’obté

0
— (V2F)=0
oy (

0 o , P, O*f 1 (PN
o (PR s (1) =

i simplificant

9 2
il F) =
2 (V)
0 9 0% f v Py
7 Vgt ) 70
i d’aqui podem escriure
Pz Of
epo Y 22 9
VE=T00T 8. T

on 2G« és una constant d’integracid. Més avall veurem el significat fisic de a. Desenvolupant ’operador
V en components

82F+82F_ v &_g
oy2 022 14+v I, 0Oz

+2Ga (7.4)

La determinaci6 de 'estat tensional queda resolta quan coneguem F', i s’han de complir les condicions
de contorn, tant en la superficie lateral de la barra com en els extrems (f vindra determinada també
per les condicions de contorn).

Vegem el significat fisic de la constant d’integracié a. Cada element d’area de la seccié transversal
gira en el seu propi pla, és a dir, al voltant de I’eix X, un angle donat per la component x del vector

de rotacié definit a 2.13
1 (Ou, Ouy
w= = -
2\ Oy 0z

aixi, la variacié d’aquesta rotaci6 al llarg de l'eix X, és a dir, la rotacio unitaria local sera en cada
punt, tenint en compte 7.2
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Y

H

P P

Z

Figura 7.3 Centre de cisallament

Ow 10 <8uz Guy> B

9r 20z oy 0z

12 aueraux _13 Ouy — Oug\  Oug,  Ougy 1 (00y. Oogy\
20y \ Ox 0z 2 oy 0z )

1 82F+82F
2G \ Oy?2 = 022

substituint 7.4, obtenim

Ow vPz

or  BL ¢
Aixi, veiem que, en passar els eixos Y, Z pel centroide de la seccid, a és el valor mitja de la rotacid
unitaria dels punts de la seccid transversal (també coincideix amb la rotacié unitaria local del cen-
troide de la seccid). La determinacié de a I'obtindrem resolent 7.4 amb la condicié de contorn que la
distribucié de tensions ha de ser equivalent a P. Concretament, de ’equivaléncia de moments respecte
de G (podriem prendre qualsevol altre punt) tindrem

/ (Y020 — 20yz)dA = 2o P
A

on A és ’area de la secci6 transversal.

Naturalment, si traslladem la carrega P paral-lelament a la seva recta d’accid, la distribucié de tensions
varia i també ho fa la rotacié mitjana «. Hi haura, doncs, un punt C' = (y., z.) tal que, aplicant-hi
P s’obté o = 0; aquest punt s’anomena centre de cisallament (també centre de flexio). Es a dir, si
apliquem la carrega en C, els diferents punts de la seccid poden girar pero el gir mitja és zero.

La localitzacié de C' la podem obtenir de 1’equivaléencia de moments

/ (Y022 — 20yz)dA = 2. P
A

on o, i oy, sén les tensions presents a la seccié quan o = 0, és a dir, les obtingudes de 7.4 fent o = 0.
Tenint, doncs, la carrega P aplicada en un punt qualsevol (o, 20,1), podem traslladar-la al centre de
cisallament C afegint-hi un moment de valor (29 — z.)P. Aixi, el problema de la flexié amb carrega
transversal el podem considerar com la superposicio de dos problemes més simples: una flexio sense
rotacié promig (produida per la carrega, aplicada al centre de cisallament) més una rotacid pura
produida pel moment (zo — z.)P (fig.7.3).

Per calcular la distribucié exacta de les tensions de cisallament s’ha de resoldre, com hem dit, 7.4 amb
les condicions de contorn adequades. Remetem el lector als llibres de Sokolnikoff [12] i Timoshenko i
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8 Torsid

S’anomena torsio ’estat de sol-licitacié en el qual, a les seccions transversals, només hi ha un moment
torsor aplicat.

8.1 Barres de seccid arbitraria

Considerem el cas d'una barra rectilinia subjecta per un extrem i amb un moment en la direccid
de l’eix de la barra aplicat a l’altre extrem. En aquest cas, el moment torsor present en les seccions
transversals és el mateix en totes elles. Prenem l'origen de coordenades en el centroide de la seccid
transversal situada més a 'esquerra. L’eix X en la direcci6 de la barra i els eixos Y, Z, seguint els eixos
principals de la secci6 (fig. 8.1).

En el cas d’'un eix d’'una maquina, podem expressar el moment torsor m, que actua en l’eix en funcié
de la potencia P transmesa i la velocitat angular w de gir de la forma segiient:

dW — mgdf
P = — = =
dt dt

on w és la velocitat angular de gir de 'eix.

L’efecte del moment torsor m, és fer girar les seccions transversals unes respecte de les altres al voltant
de I'eix X mantenint recta la linia de centroides i, a més, provocar un bombament de les seccions, que
sera el mateix en totes elles, ja que I'esfor¢ intern és el mateix.

No hi ha, en aquest cas, cap motiu per suposar que les seccions transversals es mantenen planes; és
una situacié semblant a la que es produeix en el cas dels esforcos de cisallament i que varem discutir
en el capitol anterior: a totes les seccions transversals hi haura el mateix moment torsor; per tant, la
deformacié sera la mateixa per a totes elles, pero, igual com passava amb els esforcos de cisallament,
no hi ha cap secci6é que per simetria puguem suposar que es manté plana. Si observem la figura 8.2 ens

Y

AN
UK/ g X

Figura 8.1 Seccid sotmesa a torsio
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vista desde B vista desde 4

Figura 8.2 Situacid per analitzar el compliment de la hipotesi de Navier de seccions planes en preséncia de moments

torsors.

adonarem de la situacié. Si mirem la barra des de B i veilem que un punt P s’acosta cap a nosaltres,
quan ens ho mirem des de A no podem dir que també s’ha d’acostar cap a nosaltres, ja que no tenim
exactament una situacié simetrica (a diferéncia del que passava en una traccié o compressié excéntrica
i en una flexid). Per tant, no podem assegurar que la secci6 es manté plana.

El modul del vector de rotacié unitaria (que, en aquest cas, només té component en la direccié X)
I’anomenem angle de torsid i el representarem per 6’

y @
dx

on # és la rotacié al voltant de l'eix X.

Per al calcul de les components del desplacament u seguirem el procediment semi-invers de Saint-

Venant, igual que verem fer per a l'esfor¢ de cisallament. La hipotesi que va fer Saint-Venant per

trobar una solucié al problema de la torsié d’una barra prismatica de seccié no circular, per analogia

amb la barra de seccié circular, és que, encara que les seccions es bombin, la projeccié de la seccid

sobre el pla Y, Z gira com un solid rigid (fig. 8.1), és a dir, uy i u, vénen donades per
Oxixr
on r és el vector posicié del punt respecte del centroide de la seccid. Es a dir
uy = —0'xz
u, = 0'xy

La component x del desplagament, que és la responsable del bombament, ha de ser zero per 6/ = 0 i,
a més, no pot dependre de x, ja que el bombament és el mateix a totes les seccions; ’escriurem com

Uy = 9/77/}(3/7 Z)

on @ és una certa funcié de x i y que s’anomena funcio de torsié o funcié de bombament de Saint-
Venant.

Si coneixem les components del desplagcament, podem calcular les components de la deformacié i de la
tensié. Ateés que els desplacaments sén petits, podem aplicar 2.9; aixi tindrem, per les deformacions,
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Upy = Uyy = Uzz = Uy = 0

0 (oY 0 (oY
Uyy = 3 (% + y) , Uyy = 3 (8_y — z) (8.1)

i, per a les tensions,

Opx = Oyy = 05, = 0y, =0

o o
sy = 2GU,, = Go' (5 + y) ) Oyx = 2Guy:c =GY' (8_y - Z) (82>
Fixem-nos que u;; = 0, és a dir, la traga del tensor de deformacions és zero; per tant la variacié de

volum és zero; la torsio és una deformacio de cisallament pur.

Essent 0., i oy, les uniques components del tensor de tensions no nul-les, les equacions d’equilibri

aO'ik
= 0 es redueixen a

8mk
00yy 004, _ 0
oy 9z
Substituint ., i 0ys, obtenim
AY =0 (8.3)

on A és I'operador de Laplace, és a dir, la funcié ¢ ha deser armonica.
Es comode utilitzar una altra funcié auxiliar x(y, z), definida per
ox ox
Oyr = 2GO0 == 0. = —2GH == 8.4
yx Oz ) 2T 8y ( )

la utilitat d’aquesta funcié és que permet escriure de manera senzilla les condicions de contorn a la
superficie de la barra, ho veurem de seguida.
Substituint 8.4 a 8.2 obtenim

o 0x o ox
T 92X ZT_ _9ZA
oy 0z +2 0z oy 4
derivant la primera igualtat respecte de z, la segona respecte de y i restant obtenim
82 2
_X + 8_X = -1
022 Oy?
que escriurem com
Ax=-1 (8.5)

Per trobar les condicions de contorn, imposem que sobre la superficie de la barra les forces han de ser
zero, és a dir,

0 = oy
que, tenint en compte 8.4, es transforma en
aXn 8Xn =0
oz Y oy 7
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9 Energia de la deformacié

9.1 Treball i energia interna

Vegem ara el treball fet per les forces, les internes i les externes, durant el procés de deformacié. No
considerarem les forces externes voliimiques, com podrien ser el propi pes. Si prenem un volum dwv, la
forca feta sobre ell és fdv, essent f la forga sobre la unitat de volum, segons ja varem establir a 2.23.
En variar el vector desplagament u una petita quantitat du, el treball fet per la forca f en el volum
dv és

fléuzdv

i, substituint 2.24 i integrant a tot el volum, tindrem

/ el du;dv
v Ozg

integral que representa el treball total exercit per les forces que actuen sobre el cos en la deformacié
infinitesimal u;. Integrant per parts s’obté

/Uikéuidsk—/ aik%dv
S v Oxg

on la primera integral I’hem transformat en una integral sobre la superficie S del cos. Aquesta primera
integral és el treball de les forces externes mentre ha tingut lloc du;. Aquest treball 'analitzarem més
endavant; per tant, deduim que la segona integral és el treball corresponent a les forces internes, és a
dir, als esforcos interns. Anomenant w a aquest treball per unitat de volum escriurem

/(5wdv:—/ Uika(suidv
v v o Oy

expressio que es pot escriure com

6(5uz . 1 8(5uz 86uk
/V&Udv = —fv azka—xkdv =3 fv ik <8—xk + oz ) dv

1 Ou; | OQuy
= -3 fv Oik0 (a—xk + a—%) dv = — fV oikduidy

és a dir,
ow = —aikéuik (9.1)

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



94 Analisi d’Estructures: Teoria i Problemes

Considerarem que la deformacié es produeix d’una manera lenta, de tal manera que en tot moment el
cos esta en equilibri termodinamic amb ’exterior, és a dir, que el procés de deformacio és reversible.
En aquestes condicions, la variacié infinitesimal de ’energia interna per unitat de volum du del cos és
igual a la diferéncia entre la calor rebuda i el treball efectuat per les forces internes de ’element de
volum, és a dir,

du =Tds — dw

on s és ’entropia per unitat de volum i T" és la temperatura. La quantitat u és, doncs, ’energia interna
per unitat de volum i I’anomenarem densitat d’energia de deformacio ila quantitat U = fV udv, energia
interna del cos. En un procés sense intercanvi de calor amb ’exterior tindrem

du = oipduy (9.2)
relacio de la qual es dedueix
ou

Definim ara una quantitat que ens sera util més endavant, és la densitat d’energia complementaria de
deformacid, que designem per u* i definim com

= —u+ 05 Uij (9.4)
Derivant respecte al tensor de tensions
ou* ou + 8uij + 8017
- _ i Ui
oy dop, YO0y Oog 7

ou ou Oumn

licant 1 la de la cad -
aplicant la regla de la cadena 0ok Oump Oogg

i tenint en compte 9.3

ou* 8’U,mn 6u@-j 80‘@'
S = —Omn - 1 0ij
doy oy

i, canviant els indexs muts m,n per 4, j, tindrem

U
Oor,  Ooyy

au* 80@‘
Do Oogy KOst
1 finalment
ou*
— 9.5
0oy Ukt (9.5)

expressié complementaria a 9.3.

Obtindrem ara una expressi6 per la densitat d’energia interna u en funcié del tensor de deformacions.
Ja varem dir a la introduccié que ’estat no deformat d’un cos és aquell en el qual no hi ha forces
externes i, per tant, tampoc no hi ha esforcos interns. Es a dir, que per u;; = 0 hem de tenir g;; = 0;
tenint en compte 9.3, arribem a la conclusié que si desenvolupem w en potencies de u;;, no poden
haver-hi en ’expressio termes lineals. Quant als termes de segon grau, podem prendre dos escalars
independents del tensor u;z: el quadrat de la suma dels elements diagonals u? i la suma u?, dels
quadrats dels elements del tensor. Aixi doncs, desenvolupant u en séries de poteéncies de u; i quedant-
nos solament amb els termes de segon ordre, ja que les deformacions sén petites, tindrem

A
u=ug+ §u?i + i, (9.6)
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les constants A i p sén les constants de Lamé introduides a 2.44. Podem obtenir la llei de Hooke
diferenciant 1’expressié obtinguda per a u. Per evitar confusions, canviarem la i per [ al segon terme
de la dreta

du = Mugduy + 2pugdug, = Mugdipdugy + 2pugdug, = (Mg, + 2 ) dugy,

i, tenint en compte 9.3

Tik = Aupdig + 205, (9.7)

que és la llei de Hooke, tal com la varem introduir a 2.44; per tant, I’expressié 9.6 establerta per a u
és valida en regim elastic lineal (observeu que hem negligit els termes superiors als de segon ordre).
De 9.6 podem obtenir una altra expressié molt ttil en el calcul d’estructures. Pel fet que u és una
funcié quadratica del tensor de deformacié, aplicant el teorema d’Euler

ou 5
Uiy =—— = 2U
ik auik
tenint en compte 9.3
y — JikUik (9.8)

2

Si substituim 9.7 a 9.4 s’obté u* = wu, que és 'anomenada férmula de Clapeyron. Es a dir, si es
compleix la llei de Hooke, la densitat d’energia de deformacié i la densitat de energia complementaria
de deformacié sén iguals.
Segons 9.7, u;, es pot posar com a combinacié lineal de o;; per tant, segons 9.8, deduim que u també
és una funcié quadratica de les oy i, aplicant novament el teorema d’Euler,

ou

Oik=—— = 2u
! 80’ik

tenint en compte novament 9.8, podrem escriure

_ Ou
B 0oy

Uik (9.9)
fixem-nos que, mentre que 9.3 i 9.5 sén relacions valides es compleixi o no la llei de Hooke, 9.9 només
ho és si la llei de Hooke es compleix.

Hem analitzat fins ara el treball de les forces internes i les magnituds relacionades amb elles; vegem ara
el treball de les forces externes. En elements estructurals, si suposem negligibles les forces volimiques
degudes al propi pes, només tindrem les aplicades directament sobre la superficie. Aquestes poden ser
carregues concentrades o repartides i moments concentrats o repartits, i les anomenarem genericament
Q;. A cada carrega generalitzada podem associar un desplacament generalitzat g;; el sentit fisic d’aque-
st desplacament el veurem mes endavant, en analitzar el treball fet per les carregues generalitzades
(fig. 9.1).

En general, el desplacament d’un punt ¢; no depen solament de la carrega aplicada en aquell punt siné
també de totes les altres carregues. En una estructura amb un comportament elastic podem suposar
que aquesta dependencia és lineal, és a dir,

qi = ¢i;Q; (9.10)

on ¢;; sén els anomenats coeficients de flexibilitat. El conjunt de quantitats c;; rep el nom de matriu
de flexibilitat de I'estructura; més tard es provara que és una matriu simetrica. Invertint 9.10 podem
escriure
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10 Metodes de calcul per a barres

L’objectiu principal de la mecanica de materials és calcular les forces, tant internes com externes, i
les deformacions i els desplacaments que apareixen en els diversos elements d’una estructura quan
aquesta és sotmesa a carregues externes.

Podem calcular les forces aplicant els procediments vistos fins ara, sempre que l'estructura sigui
isostatica, és a dir, n’hi hagi prou amb les equacions de l'estatica per resoldre-la. En cas d’estruc-
tures hiperestatiques, es necessiten noves equacions, que, afegides a les de 'estatica, permeten resoldre
el problema. En aquest capitol analitzem el calcul de les forces, tant reaccions externes com forces in-
ternes, i el calcul dels desplacaments dels diversos punts de ’estructura, sigui isostatica o hiperestatica.
De fet, com veurem, el calcul de forces en estructures hiperestatiques i el calcul de desplacaments van
lligats entre si.

Els procediments que s’utilitzen per als calculs esmentats sén: les anomenades equacions de Navier-
Bresse, que deduirem a ’apartat 10.1; 'aplicacié directa dels teoremes energetics, que veurem a ’a-
partat 10.2, i els métodes matricials, que veurem a 'apartat 10.3. Al capitol segiient, aplicarem els
diversos procediments en diversos exemples, ordenats per ordre creixent de dificultat.

Si lestructura esta formada per barres, sempre es pot resoldre utilitzant els procediments esmentats,
encara que el nombre d’equacions per resoldre augmenta de manera important en augmentar les
restriccions en els moviments dels diversos elements o la quantitat d’aquests darrers. En aquests casos
és util programar els procediments.

Si 'estructura conté elements com plaques o solids, I’obtencié de solucions analitiques és molt complexa
0, en moltes ocasions, impossible d’obtenir, i s’ha de recérrer a solucions aproximades consistents a
subdividir 'estructura en elements petits, elements finits; resoldre cada un dels elements i connectar-
los entre ells per mitja de les equacions de compatibilitat corresponents.

Considerarem tunicament barres rectes en 'estat no deformat, encara que els diferents procediments
es poden generalitzar a barres corbes.

10.1 Equacions de Navier-Bresse

Considerem una barra recta en 'estat no deformat (fig. 10.1), definim uns eixos locals de manera que
leix X coincideix amb l'eix de la barra i els eixos Y i Z sén eixos principals d’inércia de la seccié
transversal; la coordenada local en direccié de 'eix X la designem per s. Calculem els desplacaments
i les rotacions de les seccions transversals de barres sotmeses a esforcos interns. Considerem que sén
petits, a més de les deformacions, també els desplacaments i les rotacions .

El vector de rotacié unitaria de la seccid transversal de la barra que passa per un punt P de la linia
de centroides el designem per 0iel desplacament d’aquest punt, per d.
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Figura 10.1 Moviments a l’espai

Figura 10.2 Moviment com a solid rigid

Com ja s’ha vist, dels sis esforcos possibles, només mz, my i mz provoquen rotacié diferencial entre
dues seccions molt properes. Agrupant els resultats obtinguts a 8.10, i 5.7 podem escriure, per a les
components del vector de rotacié unitaria respecte dels eixos locals

mz mg mz

C’EI; EI;

di = ( )ds

Cadascuna de les components df; és la rotacié unitaria al voltant de ’eix i respectiu. Integrant entre
dos punts qualssevol de coordenades s; i so de la linia de centroides, tindrem

. . 52 4 82 52 4y _
0o =0 —Ldsi —2 dsj = dsk 10.1
D) 1—i—/Sl 8 sH—/SI Bl !5114—/51 Elgs (10.1)

on 67 és la rotacié de la seccidé 11 05 1 de la seccié 2.

El desplagament dels diferents punts de la linia de centroides vénen donats pel moviment com a solid
rigid (fig. 10.2), més el produit pels esforgos. Aplicant el principi de superposicié i tenint en compte
4.6, 5.7, 9.22 1 8.10, escriurem
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ds = Q1+
01 x (Ra —Rq)+
fssf %dsiﬂL
I Gzliydsj—i-
o GRT;dSEJF (10.2)

[ %i x (Ry — R ds+

S1

fssf %j x (Rg — R] ds+
| Bl

So mz —

fSl Efgk X (RQ — R] ds

on R és el vector de posicié del punt generic de coordenada s, R el del punt de coordenada s; i Ry el
del punt de coordenada so. Els dos primers termes de la dreta sén el desplacament com a solid rigid;
els tres segilients, els corresponents als esforcos normal i de cisallament, i els tres dltims, als moments
torsor i flectors. Les equacions 10.1 i 10.2 s’anomenen equacions de Navier-Bresse.

En el cas bidimensional, considerant que les carregues actuen en el pla X, Y i negligint les deformacions
per esforcos normals i per cisallament, si es designen les components del vector de desplacament en
les direccions dels eixos globals X, Y per u,v, respectivament, i per m el moment flector, 10.1 i 10.2
s’escriuran

1
Oy =01 + — [?mds

EI st
m
up = u1 — 01(y2 —y1) — f;f E(yQ —y)ds (10.3)
m
vy = vy + 01 (z2 — 1) 8812 E(xg —x)ds

Aquestes tres equacions s’anomenen respectivament, primera, segona i tercera equacions de Navier-
Bresse.

10.2 Aplicacié directa dels teoremes energetics

Consisteix fonamentalment a aplicar algun dels teoremes energetics per calcular, o bé reaccions de-
sconegudes, o bé desplacaments o bé ambdues coses. Els més 1tils en el calcul sén el teorema de
I’energia 9.14, amb les expressions obtingudes per a l’energia interna, el principi del treball virtual
9.30, el del treball virtual complementari 9.34 i el metode de la carrega unitat 9.36.
10.3 Metode matricial: metode directe de rigidesa
Aquest procediment consisteix fonamentalment a resoldre 9.11

Qi = kijq;

que és un sistema d’equacions on les incognites sén les forces generalitzades @); aplicades als nusos
i els desplacaments generalitzats g; dels nusos, anomenats també graus de llibertat de l’estructura.
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11 Exemples d’aplicacié

Analitzarem diverses estructures de complexitat menor a major, i en alguns exemples aplicarem di-
versos procediments amb la finalitat de comparare la utilitat de cada un d’ells. Comencarem per
estructures formades per una tnica barra sotmesa solament a esforcos normals. Després analitzarem
estructures articulades bidimensionals formades per diverses barres sotmeses solament a esforcos nor-
mals; a continuacié analitzarem la barra sotmesa a moments flectors i després estructures formades
per diverses barres formant una estructura reticulada bidimensional. No s’analitzen estructures tridi-
mensionals, encara que els procediments empleats es poden generalitzar sense cap dificultat a aquest
tipus d’estructures.

11.1 Barra sotmesa inicament a esforcos normals

& Exemple 1
Calculeu el desplacament de I’extrem dret de la barra de la figura 11.1, que té un modul de Young F,
seccié transversal A i longitud 1.
Procediment: teorema de l’energia
Aplicant el teorema de I'energia 9.14, durant el procés de deformacié
Wg=U

L’anica forca que fa treball durant la deformaci6 és P

1
Wg = =Pup
2
Per altra banda, aplicant 9.17 i tenint en compte que ua és zero
1
ﬁ P
14 B

Figura 11.1 Exemple 1
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i, igualant
P PL
u = — = —
PT kT EA
Procediment: principi del treball virtual
Aplicant el principi del treball virtual 9.30,
Wg =46U (11.1)

Permetem un desplacament virtual en el punt B, dup. El treball de les forces externes 6Wpg és

OWg = Pdup

Per calcular la variacié d’energia interna, tenint en compte 9.17, i derivant respecte de up,
oU = kuB(SuB

aplicant 11.1

Péup = kupdup
d’on
P =kup (11.2)

i, finalment
P P
BT % T EA
Segons 'equacié 11.2 i tenint en compte 9.11, resulta que k és el coeficient de rigidesa de la bar-
ra. Tornarem a aquesta qiiestié quan analitzem el calcul d’estructures formades per diverses barres

connectades.
Procediment: meétode de la carrega unitat

El metode de la carrega unitat s’escriu com 9.36

q—/Eijuijdv
14

on ¢ és el desplacament generalitzat del punt B, que el designarem per ug. Atés que només tenim
esforgos normals, solament tindrem tensions i deformacions en la direccié normal, que anomenarem,

respectivament, o, 1 Ug,. Aixi,
ug = / O paUzrdv
14

Sabem que

Ugr =
EA
T2 €s la tensié que apareixera a la barra si apliquem una carrega horitzontal unitat en el punt B, i
sera

L
A

Opy =

aixi doncs, tindrem
I
_ 1 P Pl
un= [ Fedo= [ G e = 54
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12 Introduccio breu al vinclament de barres

Una configuracid en equilibri pot ser estable, neutra (indiferent) o bé inestable (fig. 12.1).

I’equilibri neutre, si s’altera lleugerament la posicié, el sistema continua en el mateix estat. En ’equilibri
inestable, si s’altera lleugerament la posicid, el sistema s’allunya cada vegada més de la posicié inicial.
La inestabilitat en una estructura pot estar motivada per falta de suport o per falta de gruix o esveltesa
(fig. 12.2).

Definim el vinclament com una falla provocada per una inestabilitat deguda a 1’accié de compressio
sobre un element de ’estructura que, en general, es presenta de forma sobtada. La carrega que déna
lloc al vinclament es denomina carrega critica P, i la tensié corresponent, o... Aquests valors poden
estar molt per sota dels admissibles per traccié o compressié en flexié.

Considerem una barra prima i rectilinia en ’estat de referencia, sotmesa a una forga de compressié P
(fig. 12.3). Prenem l’eix X en la direccié de la barra i els eixos Y, Z com a eixos principals d’inércia
sobre la seccié transversal. Suposarem que la barra es vincla inicament al voltant d’un eix; el de menor
moment d’inercia, que suposem que és el Z.

Quan la barra es vincli, perdra la forma rectilinia i apareixera un moment flector m,, a més de ’esforg
normal n, = —P. Utilitzant 5.18 i tenint en compte que no hi ha forces externes en direccié Y ni en
Z, escriurem

ELy") + Py =0 (12.1)

L’equacié 12.1 admet, evidentment, la solucié y = 0, és a dir, un equilibri en el qual la barra es
manté rectilinia. Aquest equilibri és estable sempre que P no superi un valor determinat, que és la
carrega critica P,,.. Per a valors superiors a P,.,, la forma rectilinia de la barra correspon a un equilibri
inestable, és a dir, que qualsevol pertorbacié feta a la barra fa que aquesta es flexioni fortament. Per a
P = P,,., la forma rectilinia correspon a un equilibri indiferent, és a dir, que a més de la solucié y = 0
existeixen altres solucions no rectilinies. Podem dir, doncs, que P, és el valor més petit de P per al
qual 12.1 admet una solucié no nul-la.

Vegem ara les condicions de contorn que s’han de complir segons quins siguin els lligams de la barra
amb D’exterior. En el cas d’un encastament, a ’extrem encastat el desplacament és zero i la tangent

00

Figura 12.1 Tipus d’equilibri
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a) b)

Figura 12.2 Inestabilitats (a) per falta de suport, (b) per falta de gruiz

P P
— P L —

Figura 12.3 Barra sotmesa a compressio

de la directriu sera també zero, és a dir, tindrem
/
y=20 y =0
En un extrem on hi hagi una articulacié, el desplagament sera zero i el moment també, és a dir,
y=0 y'=0

En un extrem lliure de subjeccions, és a dir, on solament hi hagi la forca de compressié aplicada, el
moment serd zero, és a dir, y” = 0. Per altra banda (fig. 12.7), 'esfor¢ de cisallament és P sin «, que
es pot aproximar per Ptana = Py’ si considerem que « és petita.

Tenint en compte 5.17, podem escriure, doncs,

—-P
n — / 12.2
v =gy (12.2)

Vegem ara com calcular P, per a diferents condicions de contorn de la barra.

a) barra articulada-articulada
Analitzem el cas d’una barra de longitud [, articulada en els dos extrems (fig. 12.4)
Per la teoria de les equacions diferencials, sabem que una del tipus 12.1 admet una solucié de la forma

y=A+ Bx+ Csinkx + D coskx (12.3)
Yy
P — — P
P

Figura 12.4 Barra articulada-articulada
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