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sones que tinguin interes a llegir aquest
llibre. De manera molt especial als meus
fills Anna i Eduard, perque de moment, i
encara que ho voldrien, no el poden llegir
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Proleg

Aquest llibre esta pensat per ser un material de suport basicament a les assignatures de Calcul
de primer curs de les titulacions d’Enginyeria de Camins, Canals i Ports i d’Enginyeria Geo-
logica, encara que creiem que aquest text sera d’interes per a qualssevol estudiant de primer
curs d’Escoles Tecniques i Facultats de Ciencies. No es tracta d’un llibre de Calcul de primer
curs universitari siné que volem posar a I’abast dels estudiants un material de treball que sigui
coherent amb els nous plans d’estudis i que els faciliti ’entrada als seus estudis universitaris.
Volem que trobin en aquest llibre els conceptes de matematiques basics per entendre’n bé molts
d’altres que els explicarem a la Universitat.

La meva experiencia de molts anys en la docencia, parlar amb els companys i amb els alumnes,
ens ha fet veure que hi ha molts conceptes que els estudiants no tenen ben assolits, i el que
potser ens preocupa més és que moltes vegades no saben on anar a buscar-los. En aquest sentit
volem facilitar-los la feina i creiem que aquest llibre sera una bona eina d’estudi que servira per
millorar el seu rendiment en ’assignatura de Calcul i en moltes altres de la titulacié on estiguin
ubicats els estudiants. Amb els comentaris de professors i estudiants he intentat recopilar tots
aquells temes en queé en un moment o un altre veiem que hi ha estudiants que tenen mancances.
S’ha fet una prova donant material als estudiants, i com que la resposta per part d’ells ha estat
molt positiva aixo m’ha motivat a posar-me de forma més seriosa i en format de llibre a treballar
en aquesta linia.

Els objectius principals d’aquest llibre sén donar a ’estudiant un material que li serveixi per
consolidar conceptes que ha rebut en algun moment previ a la seva entrada a la universitat i
explicar-ne amb detall d’altres que ha vist de forma molt simplificada.

Al llibre hi trobareu capitols que tenen conceptes que no s’han explicat mai a secundaria pero
que hem cregut convenient afegir-los. Per exemple, les quadriques (molt importants per a l'es-
tudi del calcul diferencial de diverses variables) i I’estudi del calcul de primitives és més detallat
del que els estudiants haurien de saber, pero creiem que, per la seva importancia en moltes
assignatures tecniques, els anira molt bé tenir-ne un estudi més ampli que els permeti cercar
un major nombre de primitives. Ells poden entendre el que se’ls explica perque les novetats
basicament fan referéncia a la utilitzacié de diferents canvis de variable (metode conegut per la
gran majoria d’estudiants de batxillerat).

En gairebé cada capitol s’hi ha inclos una nota historica perque m’ha semblat interessant situar,
encara que de manera molt breu, en perspectiva historica els diferents conceptes que s’intro-
dueixen. De la mateixa manera, he intentat fer referencia a curiositats relacionades amb les
matematiques sempre que he pogut per tal de fer el llibre més atractiu intentant no perdre en
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10 Fonaments de Calcul

cap moment el rigor matematic.

El llibre conté tres apendixs (algebra, estadistica basica i progressions de nombres reals) de con-
ceptes a vegades relacionats amb el calcul i que hem cregut interessants. Per exemple, al capitol
4 de geometria cartesiana, s’utilitza el teorema de Rouché-Frobenius i el llenguatge de matrius
que esta explicat a I’dpendix d’algebra.

Aquest llibre no és un llibre de problemes, tot i que hi ha alguns exemples que intenten aclarir
els conceptes que es van definint. Veureu que es fa reréncia a programes de calcul informatic
com WIRIS, MAPLE i INTEGRATOR, com un exemple dels molts que existeixen. L’is d’aques-
tes eines informatiques permet que l'estudiant tingui un llibre de problemes fet a mida, en el
sentit que es pot plantejar el problema que li interessi en un determinat moment i amb aquests
programes pot obtenir la solucié analitica o bé les representacions grafiques que el poden ajudar
a entendre el que esta estudiant en un determinat moment. Hem cregut convenient posar en al-
guna ocasié les instruccions d’is d’aquestes eines informatiques que anem a comentar breument.

WIRIS és una eina de calcul matematic que ofereix la Universitat Politecnica de Catalunya.
Aquest és un servei de calcul matematic, accessible per Internet i en catala, desenvolupat
integrament per Maths for More. Hi podeu accedir a la pagina http://wiris.upc.es (per cal-
cular control+enter o bé la fletxa vermella). La manera d’expressar els calculs i els resultats és
un llenguatge fidel a la notacié habitual en matematiques, cosa que els fa intuitius per a alumnes
i professors. I la fa una eina ideal per a la docéncia de les matematiques ja que, a més, incorpora
facilitats per a la generacié de material educatiu en linia de manera agil.

INTEGRATOR és una eina de calcul realitzada amb Mathematica i que trobareu a l'adreca
http:/ /integrals.wolfram.com. Permet el calcul de funcions primitives, simplement introduint la
funcié que volem i prement Enter.

MAPLE és un projecte del Symbolic Computation Group de la Universitat de Waterloo a On-
tario, Canada i esta format per un nucli reduit d’instruccions elementals molt optimitzades
i ja precompilades. Presenta un Help molt complet i té cinc tipus basics d’operacions: les
simboliques, les grafiques, les numeriques, les d’entrada i sortida i les d’ajut.

Vull fer public el meu agraiment, en primer lloc a ’Escola Tecnica Superior d’Enginyers de
Camins, Canals i Ports de Barcelona per la concessié de I'ajut de la Convocatoria d’Ajuts a
Projectes d’Innovacié Educativa i Elaboracié de Material Docent 2001, que ha fet possible la
redaccié d’aquest llibre. A I'estudiant Juan Murcia Delso perque ell ha realitzat 'edicié d’aquest
text i els diferents grafics i figures que hi apareixen. He disfrutat escrivint aquest llibre i ell m’ha
posat la feina molt facil. Moltes gracies Joan. El meu agraiment al meu amic i company de
departament Eusebi Jarauta Bragulat que n’ha llegit tota la versié preliminar i ha fet sugge-
riments i observacions que m’han permes millorar molt el text. Un exemple és la visualitzacié
geometrica del teorema de Pitagores. Als meus amics Remei Calm Puig i Joan Puig Torres pels
seus comentaris de diversos capitols. No cal dir que ells no sén els responsables de les deficiencies
i/o errades no detectades, de les quals només 'autora és responsable i espera comprensié per
part del lector. Qualsevol comentari al voltant d’aquest llibre sera molt ben rebut.

El meu agraiment a Sebastia Xambd Descamps pels seus grafics que fan referéncia a les seccions

de les quadriques. A Pedro Diez Mejia, per les illustracions del Palau Geraci. A Juan Murcia
Vela, per les fotografies del projecte d’enginyeria civil d’una passarella en forma de paraboloide
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hiperbolic. A Ramon Eixarch Ferrer, per la seva amable collaboracié en tot el que fa referéencia
a WIRIS. A les meves amigues Alba i Sara Tegido, per la fotografia del pont de Brooklyn. A
Carla Romeu, perque ens ha ajudat a fer els grafics de les coniques. A la Junta Constructora
del Temple de la Sagrada Familia i a la Reial Catedra Gaudi per la seva collaboracié. A Xevi
Roca i Agusti Medina, perque m’han resolt tots els problemes tecnics. Al meu marit Salvador
Lopez Forment, perque sempre he tingut el seu suport.

Vull agrair molt especialment als meus exalumnes i estudiants d’Enginyeria de Camins, Canals i
Ports, Xavier Gisbert Martin de Hijas i Juan Murcia Delso, que hagin acceptat escriure una breu
historia del Calcul com a introduccié d’aquest llibre. Ells sén un exemple dels molts estudiants
de qui tinc un bon record.

Vull donar les gracies a tots els professors i estudiants que m’han fet arribar els seus comentaris
sobre aquest text, fet que ha permes millorar el llibre en aquesta segona edicié. Una mencid
especial pel professor Jaume Fabregat, agraint molt els seus comentaris. En aquesta segona
edicié, s’han corregit totes les errades detectades des de la primera edicié.

Entre la primera i la segona edicié d’aquest llibre hem treballat en el projecte d’innovacié do-
cent EVAM (Eina Virtual d’Autoaprenentatge de les Matematiques), que podeu trobar a I’adreca
http:/ /wiris.upc.es/EVAM. Aquest projecte esta estretament relacionat amb els continguts del
llibre “Fonaments de Calcul” i consisteix basicament en la elaboracié de material docent d’au-
toaprenentatge utilitzant la xarxa i la tecnologia WIRIS per al desenvolupament d’activitats
interactives. L’hem desenvolupat personal docent i investigador de diversos centres docents de
la UPC: Marta Ginovart, Eusebi Jarauta, Sebastia Xambd i ha estat coordinat per mi mateixa.
Una de les principals avantatges del projecte EVAM és la interactivitat, fet que permet a l'estu-
diant resoldre en cada moment el problema que esta tractant. Animem al lector a utilitzar-lo i
estem convencuts de que ajudara a entendre els conceptes que s’introdueixen en aquest llibre.

Per tltim vull agrair a Edicions UPC l'edici6é d’aquest llibre i la bona acollida que sempre m’han
dedicat. Moltes gracies a tots.

Barcelona M. Rosa Estela
Novembre del 2005
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Introduccidé historica als inicis del
Calcul

Actualment, no hi ha dubte que el Calcul Infinitesimal és una de les invencions més importants
en la historia de les Matematiques. S’atribueix el merit a Newton (1642-1727) i a Leibniz (1646-
1716), pero hi va haver altres matematics de ’época que van jugar un paper important en el
seu desenvolupament. Els origens del Calcul daten del segle XVII, quan es van plantejar una
serie de problemes, tots ells relacionats amb la geometria. Podem agrupar aquests problemes en
quatre grans grups. Sén els segiients:

1. La determinacio6 de la velocitat i ’acceleracié d’un cos, coneguda ’expressio de la distancia
en funcié del temps. Apareix en aquest tipus de problema el concepte de “pas al limit” com
a superacié del “quocient incremental”. També es planteja el problema invers: trobar la
velocitat i la posicié d’una particula a partir de 'acceleracié. L’exemple més representatiu
d’aquesta classe de problemes és el d’'una massa sotmesa a ’accié de la gravetat.

2. Un altre problema classic de I’época era trobar la tangent d’una corba. L’interes d’aquest
problema no era només matematic, ja que tenia un gran ambit d’aplicacio en la fisica,
concretament en 1'optica (llei de reflexid, refraccio).

3. Trobar el maxim o el minim d’una funcié o corba, és a dir, un problema d’optimitzacio.
L’exemple més paradigmatic és potser el tir parabolic: en el llancament d’un objecte,
amb igualtat de velocitats inicials, quin és 'angle per al qual la distancia horitzontal
recorreguda es maxima? Aquest problema va motivar I’estudi de molts matematics durant
el segle XVII.

4. Per ultim, tenim els problemes relacionats amb corbes: trobar la longitud d’una corba,
determinar ’area entre dues corbes, el volum entre dues superficies, el centre de gravetat
d’un cos, etc. El gran treball realitzat per Arquimedes (287-212 a.C.) en aquest ambit de
les Matematiques va obrir el cami per als matematics del segle XVII.

Com hem esmentat molts van ser els que van contribuir sens dubte a ’aparicié del Calcul en
Pafany de resoldre els problemes enumerats: des dels grecs fins a Fermat (1601-1665), Descartes
(1596-1650), Kepler (1571-1630) o Barrow (1630-1677). Pero les figures que van establir les seves
bases i van arribar a generalitzar més els conceptes relacionats van ser Newton i Leibniz.

Newton va partir d’'un enfocament fisic, donant resposta als problemes que ell mateix havia

observat o s’havia plantejat. Va introduir el concepte de derivada definint-la com la velocitat
d’un mobil que es mou per una corba f(x,y) =0, on x i y sén funcions del temps. Aix{ doncs,
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14 Fonaments de Calcul

la velocitat eren les derivades de x i y respecte al temps, i obtenia també d’aquesta manera la
tangent d’una corba. Es va plantejar també el problema invers, és a dir, trobar la corba y = y(x)
a partir del pendent de la corba, i també el calcul de I’area sota una corba donada per una funcié
continua. Pel que fa als problemes de maxims i minims, va establir que la derivada era nulla en
els extrems.

Si ’enfocament de Newton era el de la fisica, Leibniz va partir del camp de la filosofia, i a ell
se li ha d’atribuir el merit de crear un llenguatge formal del Calcul. Un concepte basic en les
seves teories tant matematiques com filosofiques era el d’infinitésim, que tot i que era una idea
molt poc precisa, la podriem definir com una unitat infinitament petita. D’aqui parteix la seva
idea de derivada, definint-la com el quocient entre infinitesims d];(f) =1 (x+d§a):_f @ on dr és
una magnitud infinitament petita. Igual que Newton, tracta els diferents problemes establerts
(tangents, arees sota corbes, etc.) a partir del seu concepte de derivada.

Es interesant adonar-se que tots dos van arribar a resultats molt semblants de forma parallela
seguint camins no tan semblants. Les diferéncies entre un i ’altre es fonamenten en la manera
d’enfocar la qliestié: Newton intentava comprendre la naturalesa i la fisica, mentre que Leibniz
perseguia uns objectius més teorics, orientats cap a la filosofia.

El concepte de derivada de Newton té sentit com a quocient incremental d’una funcié continua,
mentre que per a Leibniz és el quocient d’infinitesimals. El primer resolia els problemes d’arees i
volums amb les derivades de la funcié (velocitat de variacié), mentre que altre utilitzava sumes
d’infinitésims. D’aquesta manera es pot entendre que la integral de Newton fos indefinida i la
de Leibniz definida.

Newton va arribar a solucions per a problemes concrets i practics, mentre que Leibniz va ser
capag de generalitzar més les seves teories. D’aquesta manera, ens van aportar una visié més
clara de la naturalesa i 'is d’un llenguatge matematic formal, respectivament. Pero, per sobre
de tot, van saber crear a partir d’una serie de problemes una eina general per abordar-los tots i
que és imprescindible avui dia: el Calcul.

Xavier Gisbert Martin de Hijas
Juan Murcia Delso
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1 Nocions basiques

Aquest primer capitol és una recopilacié de les nocions i simbols que apareixen en el llenguatge
matematic. Suposem que aquests simbols o conjunts son coneguts pels estudiants, perd hem
cregut convenient fer-ne una recopilacié ja que d’ara endavant seran part del nostre llenguatge.

Ja hem comentat a la presentacié historica del calcul
que Leibniz esta considerat un dels inventors del
calcul.

Leibniz tenia tant de filosof com de matematic, i
potser per aixo la seva contribucié més important a
la matematica, a part del calcul, va ser en el camp
de la logica. El que més li impressionava del calcul
era el caracter d’universalitat que presentava, i aques-
ta mateixa idea fonamental la va aplicar a tots els
seus treballs. Leibniz pretenia reduir totes les coses a
un ordre, i aixi, per poder reduir totes les discussions
logiques a una forma sistematica, volia desenvolupar
una caracteristica universal que fos com una algebra
de la logica.

Fig 1.1 Gottfried Wilhelm von
Leibniz (1646-1716)

El seu primer treball matematic va consistir en una tesi sobre analisi combinatoria que es va
escriure el 1666, i ja a aquesta edat va tenir les primeres idees del que podria ser una logica
formal simbolica. S’haurien d’introduir uns simbols universals per a un petit nombre de con-
ceptes fonamentals necessaris per al pensament, i a partir d’aquest alfabet dels pensaments
humans, construir les idees construides de la mateixa manera com es construeixen les férmules
en matematiques.

1.1 Llenguatge formal i simbologia

Italia va prendre una part menys activa en el desenvolupament de ’algebra abstracta que Franca,
Alemanya i Anglaterra, pero al llarg dels ultims anys del segle XIX hi va haver matematics
italians que es van interessar profundament per la logica matematica. El més conegut de tots
ells és Giuseppe Peano (1858-1932). A la seva obra Formulaire de mathématique (de 1894
endavant) va intentar desenvolupar un llenguatge formal amb el qual poder expressar no només
la logica matematica, sindé també totes les branques més importants de la matematica. El fet
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20 Fonaments de Calcul

que el seu programa interessés molts dels seus collaboradors i deixebles era degut basicament
al fet que evitava tant les qliestions com el llenguatge metafisic, i sobretot a la seva encertada
i senzilla eleccié del simbolisme, on hi havia per exemple els simbols € (“pertany a la classe”),
U (suma logica o reunié), N (producte logic o intersecci6), D (“conté”), etc., molts dels quals es
fan servir actualment.

1.1.1 Conjunts numerics

Nom Simbol  Definicio o descripcio
Naturals N {0,1,2,3,...}
N* N — {0}
Enters 7 {,=3,-2,-1,0,1,2,3,...}
7* Z — {0}
7+ {1,2,3,..}
Y/ {r,—3,—-2,—1}
Racionals Q {reR: x=%onabeZ, b#0}
Q* Q- {0}
QT {reQ: x>0}
Reals R Conjunt de nombres racionals i irra-
cionals
R* R — {0}
Rt {reR: z>0}
Irracionals R—-—Q Nombres tal que la seva representacié

decimal no és finita i no es repeteix

Interval tancat [a, b] {reR: a<z<b}
Interval obert (a,b) {reR: a<z<b}
Interval semiobert [a,b) {zeR: a<z<b}
Intervals infinits [a,+00) {rxeR:x>a}
(—00,b) {xeR:z<b}
Complexos C RZ2=R xR

Es probable que en llibres de matematiques trobeu la notacié |a, b[ fent referéncia a un interval
obert, equivalent a (a,b), que és la notacié que nosaltres farem servir.

Val a dir que hi ha sectors on N = {1,2,3,...}, Z* = {0,1,2,3,...}, Z~ = {...,—3,—-2,—1,0},
Qt={z€Q: z>0}, Rt ={zeR: z >0}
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1.1.2 Simbols basics

Stmbol  Significat Ezemple
S pertinenca a un conjunt a€A
¢ no-pertinenca a un conjunt a¢ A
= igualtat A=B
% desigualtat a#b
C inclusié de conjunts ACB
- inclusié o igualtat de conjunts A C B
¢ no-inclusié de conjunts A¢ B
0 conjunt buit A=10
U unié de conjunts AUB
N interseccié de conjunts ANB
X producte cartesia Ax B
< menor que <y
< menor o igual que <y
> major que >y
> major o igual que x>y
{-++} conjunt d’elements {a,b}
| tal que acAla>b
— diferencia de conjunts A-B
Cr(-) complementari d'un conjunt Cg(A)=E-A
1.1.3 Quantificadors
Sitmbol  Significat Ezemple
A per a tot Ya € A
3 existeix dae A
3! existeix i és unic  dla € A
A no existeix Aac A
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1.1.4 Connectors logics

Simbol

Ezemple Significat

=

<~

A
\

1.2 Alfabet grec

p=¢q pimplica q
p<gq qimplica p
p<q  pescompleix si, i només si, es compleix ¢
( p implica ¢ i ¢ implica p)
-p no es compleix p
pPAq es compleix p i ¢

pVq es compleix p o ¢

El llenguatge matematic esta molt relacionat amb l’alfabet grec i, com que és habitual que
Iestudiant de batxillerat no identifiqui correctament les lletres amb el seu nom, hem cregut
convenient i interessant recordar-lo.

Lletra Lletra
Nom minuscula | magjuscula

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu, mi
nu, ni
xi
omicron
pi

rho
sigma
tau
ipsilon
phi

chi

psi
omega

E2EXEEC 39T 3 O0OMIT T >»>I &I N 2 W
DEHXREeSHMO-EOdOUNZE>FR~Oo0IINTHDH®E >
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2 Metodes de raonament 1
demostracio

Com ja hem comentat al proleg, en aquest llibre basicament hi trobarem definicions, propietats
i teoremes que fan referéncia a temes basics i fonamentals del Calcul. No hi trobarem les
demostracions dels teoremes i propietats, llevat del raonament en algun exemple que ens ha
semblat didactic. Es important, pero, que un estudiant de Calcul tingui clar els diferents metodes
de demostracid, entenent que una demostracié és el procés de deduccié que permet deduir de
les definicions, mitjancant regles de deduccié matematica, un cert teorema, lema, proposicié o
corollari determinat.

Abans d’exposar els diferents métodes de demostracid, una petita ressenya historica ens permetra
situar-los en el temps.

A finals del segle XIX Richard Dedekind (1831-1916), Georg Cantor (1845-1918) i Giuseppe
Peano (1858-1932) van establir els fonaments del sistema dels nombres reals, i aix0 es va
aconseguir amb ’estudi del sistema numeric més basic: el sistema dels nombres naturals. El
matematic italia Giuseppe Peano va triar per a la seva fonamentacié de I’aritmetica tres con-
ceptes primitius: zero, nombre (és a dir, nombre natural o enter no negatiu), i la relacié binaria
és el seglient de, que verifiquen els seglients cinc postulats:

1. Zero és un nombre.

2. Si a és un nombre, aleshores el segiient de a també és un nombre.

3. Zero no és el segiient de cap nombre.

4. Si els segiients de dos nombres sén iguals, aleshores els nombres mateixos sén iguals.

5. Si un conjunt de nombres S conté el zero i també el seglient de qualsevol nombre que
pertanyi a .S, aleshores tot nombre pertany a S.

Aquesta ultima condicié és el principi d’induccié completa. Els axiomes de Peano, que van
apareixer formulats per primera vegada ’any 1889 a ’obra Arithmetices principia nova methodo
exposita, representen l'intent més notable del segle per reduir l'aritmetica usual a ’estricte
simbolisme formalitzat. (Peano va expressar els seus axiomes en simbolisme formal, i no amb
paraules de llenguatge corrent, tal com hem fet nosaltres.)
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2.1 Proposicions i implicacions

Totes les demostracions i raonaments matematics es fonamenten en proposicions. Una proposi-
ci6 és un enunciat declaratiu o cadena de simbols intelligibles que es pot qualificar com a certa
o falsa, i que no pot ser certa i falsa a la vegada (principi d’exclusi6é). Una tautologia és una
proposicié que sempre és certa, per exemple “ 1 =1 7. Una contradiccié és una proposicié que
sempre és falsa, per exemple “ 0 = 1 7. Perque una proposicié sigui totalment clara és neces-
sari que se n’hagi establert el context adient i s’hagi definit correctament el significat dels signes.

Diem que dues proposicions p i ¢ sén equivalents si p és certa estrictament quan g és certa
(per tant p és falsa estrictament si ¢ és falsa). En aquest cas la notacié utilitzada és: p = q.

Si p és una proposicid, aleshores la seva negacié és la proposicié “no p”que és certa quan p és
falsa i és falsa quan p és certa. Notacié: —p.

Si p i g sén proposicions, aleshores la seva conjuncio és la proposicié “p i ¢”, que és certa quan
p i q sén certes alhora i és falsa en la resta de casos. Notacié: p A q.

Aixi mateix, la disjuncié de p i ¢ és la proposicié “p o ¢”, que és certa si com a minim una de
les proposicions p i g és certa, i és falsa quan ambdues sén falses. Notacid: p V q.

Les lleis de De Morgan relacionen la negacié, conjuncié i disjuncio:
~(pAg)=(-p) V(=)

=(pVq) = (=p) A (=q)

Una manera molt important de formar una nova proposicié a partir de proposicions donades
és la implicacié que s’escriu p = ¢,“si p aleshores ¢”o “p implica ¢”. En aquest cas, p és la
hipotesi i ¢ és la conclusié de la implicacié.

La implicacié p = q és equivalent a la implicacié
g = p
que rep el nom de contrareciproc de la implicacié p = q.
Si tenim una implicacié p = ¢, llavors també es pot formar la proposicié ¢ = p, que rep el nom

de reciproc de p = g. Observem que el contrareciproc és un equivalent logic de la implicacid,
pero el reciproc no ho és.

La doble implicacié (o bicondicional) s’escriu com “p < ¢”0 “p si i només si ¢” i es defineix
com
P=agNp<=q)

Observem que 'equivaléncia p < ¢ és certa quan les proposicions p i ¢ sén ambdues certes o
ambdues falses.
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2 Metodes de raonament i demostracid 25

2.2 Demostracions per contraexemple

Per demostrar que és fals que tot element z d’un conjunt donat A té una certa propietat, és a
dir, per demostrar que un enunciat del tipus

(Vz € A) = p(x)

és fals, només cal presentar-ne un contraexemple (és a dir, un element particular xo del conjunt
que no tingui aquesta propietat).
(3zo € A) | =p(0)

Exemple 2.2.1. Demostreu que la composicio de funcions no és commutativa, és a dir, és fals
que

gof=1fog

Demostracié. Considerem f: R — R definida per f(z) = 22ig: R — R definida per g(z) = cosz.
Aleshores,

(9o f)(x) = g(f(x)) = g(2*) = cosz®
(fog)(x) = flg(x)) = f(cosz) = (cosz)®
Com que hem trobat f i g particulars tals que
gof#fog
podem dir que en general no és cert que go f = fog q.ed.

[43

Observacié: “q.e.d”es refereix a quod erat demostrandum, expressié en llati que vol dir: “el

que voliem demostrar” i s’acostuma a escriure quan una demostracié ha finalitzat.

2.3 Demostracions directes

Siguin p i ¢ proposicions. La demostracié directa de p = ¢ requereix la construccié d’una
cadena de proposicions 71,79, -+ , T, tal que

p=71,Tr1="2""",Th =(

Exemple 2.3.1. Sia i b sén dos nombres reals positius aleshores la seva mitjana aritmetica és
major o igual que la seva mitjana geométrica; és a dir,

mga;—b

Demostracié. Sia,b>0= 3 ay,b; €R tals que a = a? i b= b?
Per tant:

0< (a1 —b)?>=a2+b—2a1by=a+b—2Vab=2Vab<a+b

b
:>\/a—|—b§a_2‘_ q.e.d.
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2.4 Demostracions indirectes

Existeixen basicament dos tipus de demostracions indirectes: les demostracions pel con-
trareciproc i les demostracions per contradiccié o reduccié a ’absurd. Ambdues s’ini-
cien amb la hipotesi que la conclusio q és falsa.

Aquest tipus de demostracions sén molt habituals, per exemple, en cas d’haver de demostrar la
unicitat d’algun concepte.

2.4.1 Demostracions pel contrareciproc

En lloc de demostrar p = ¢, es pot provar —q = —p. Aquest tipus de demostracio és convenient
quan hi trobem el quantificador universal.

Exemple 2.4.1. Sigui a > 0 un nombre real. SiVe >0, 0 <a < ¢, aleshores a = 0.

Demostracid. Si a # 0, llavors com que a > 0 hem de tenir a > 0.
Escollim ¢y = %a, llavors tenim €9 > 01 €9 < a, d’on deduim que la hipotesi 0 < a <e Ve >0
és falsa. q.e.d.

Exemple 2.4.2. Si m,n sén nombres naturals tals que m +n > 10, aleshores m > 5 o n > 5.

Demostracié. Si la conclusié és falsa, llavors es compleix m < 51 n < 5 (llei de De Morgan).
Al sumar desigualtats, obtenim m 4+ n < 5+ 5 = 10, per tant la hipotesi és falsa. Aixi doncs,
m+n>10sim>5 o n>5. q.e.d.

2.4.2 Demostracions per reduccié a ’absurd

Per demostrar p = ¢ el metode de reduccié a ’absurd consisteix a suposar com a certa —¢q (és a
dir, suposar que ¢ és falsa) i raonar logicament fins a arribar a una contradiccié amb la hipotesi
p. Quan passa aix0d es diu que la contradiccié prové de suposar que la tesi era falsa (o que
Pabsurd ha estat aquesta suposici6).

Exemple 2.4.3. /2 és un nombre irracional.

Demostracié. Suposem que v/2 és un nombre racional. Aleshores /2 = % on p i g sén enters
primers relatius.
Per tant,

2¢° = p* = p* parell = p parell (miltiple de 2)

Aixi doncs, p =2k , k € Z.
2¢° = p? = 2¢° = 4k* = ¢® = 2k? = ¢ parell (miltiple de 2)

Per tant, p i ¢ no sén primers relatius. Contradiccio.
Aix{ dones, v/2 no pot ser un nombre racional i com que és un real, ha de ser irracional.

q.e.d.
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2.5 Demostracio per induccié

El metode de demostracié per induccié és molt 1til en cas de voler demostrar qualsevol férmula
que es compleixi per a tots els nombres naturals. La propietat més fonamental de N és el principi

d’induccid, que veurem tot seguit.

Per demostrar que una proposicié p(n) és certa per a qualsevol nombre natural (Vn € N), existeix

el principi d’induccié que diu:

1. Sip(1) és cert

2. Siper n =k p(k) certa (hipotesi d’induccié)= p(k + 1) certa
aleshores p(n) és certa Vn € N.

Exemple 2.5.1. Demostreu que

1
1+2—|—---+n:n(n;—) VneN, n>1
Demostracio.
1(1+4+1
1. Sin=1, es compleixlz(;_)zl
2. Suposem que es compleix
(n—1)n NI s
1+2+---+(n—1):T (hipotesi d’induccié per k=n-1)
i volem veure que
1
n—1)n
1+2+--~+n:1+2+-~+(n1)+n:(2)
_(n=1n+2n n?-n+2n n*+n _ n(n+1)
B 2 B 2 22

Les demostracions per induccié estan molt relacionades amb les definicions recursives i com un

exemple de definicié recursiva podem considerar la definicié de a” com

(IlZCL

n+l _ n

a =a -a

2.6 Igualtat entre conjunts

Si volem demostrar que dos conjunts A i B sén iguals, s’acostuma a utilitzar el metode de la

doble inclusio.
A=Bs ACBiBCA

Recordem que AC B< [ (Ve € A) =z € B |
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Exemple 2.6.1. Demostreu que

AU(BNA)=A (Llei de simplificacio)
Demostracio.
C) Volem veure que AU(BNA)C A

ze A
Size AU(BNA)=<( ¢ =x€A
r€BNA=zxcBizecA

per tant, AU (BN A) C A.
D) Volem veure que AU(BNA)D A

Size A=x€ AU (BN A) per tant,

ACAU(BNA) qed.

2.7 Igualtat de funcions

Per demostrar que dues funcions f: A — Big:C — D s6n iguals, hem de provar que:
1. A=CiB=D
2 (Vo€ d) f(z) = glx)
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3 Factors 1 desenvolupaments.
Binomi de Newton

L’epitafi de Newton, a [’Abadia de Westminster, a
Londres, és la formula que expressa el binomi a + b
elevat a la poténcia m. La gloria més gran de New-
ton va ser obtenir, sobre la seva tomba, una formula
algebraica.

Chafi Haddad

Fig. 3.1 Isaac Newton
(1642-1727)

3.1 Productes i factors notables

Quadrat d’una suma:

Quadrat d’una diferéncia: (x — y)

Cub d’una suma:

Cub d’una diferencia:
Suma per diferencia:
Diferencia de cubs:

Suma de cubs:

(z+y)? =2+ 2zy + ¢
2 =22 —2zy+4?

(x + 1) = 23 + 322y + 3292 + ¢
(z —y)® = 2® — 32y + 3ay® — ¢°
(z+y)(z—y) =2 -y
w3 —y? = (x —y)(@® + xy +y°)

2+ y3 = (z+y)(2? — 2y +y?)
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Exercici 3.1.1. Trobeu [’error del raonament segiient, suposant que x =y

¢ = zy
x2fy2 _ my—yQ
(z+y)(z—y) = yl@—y)

rt+y = y

2y =y

2 =1

3.2 Binomi de Newton i coeficients binomials
Definicié 3.2.1. (Factorial) Sin € N, n > 1, definim el factorial de n com a
nl=nn—-1)(Mn-2)---3-2-1
El factorial per a n = 0 per conveni s’escriu
ol=1
i aizo permet que moltes expressions tinguin una formulacio més senzilla.

Definicié 3.2.2. (Binomi de Newton) Sin € N, llavors

n __ n n n n—1 n n—2_ 2 n n—1 n n
(x+v) —<O>x +<1>a: y—|—<2>m Yy —|—...+<n_1>:cy —|—<n>y

on els coeficients, que s’anomenen coeficients binomials es defineizen com a

= = essent n>k>0
| | _ | - -
k k! El(n —k)! k40, k#n

Observem que alguns dels resultats de ’apartat 3.1 sén casos particulars del binomi de Newton.

<n> nn—1)(n—-2)-(n—k+1) n

El desenvolupament de la férmula del binomi es pot utilitzar per a altres valors de n (enters i
racionals), i aleshores apareixen les series infinites.

Propietat 3.2.1. (Propietats dels coeficients binomials)
(6)=()-
0 n
= ()0
()= ()
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5 Coniques i quadriques

En aquest capitol es defineixen les coniques perque és important que un estudiant de Calcul
identifiqui aquestes corbes amb les seves equacions. Com a generalitzacié de les coniques trobareu
en aquest capitol les equacions de les quadriques amb la representacié grafica corresponent per
tal de poder identificar aquestes superficies. Les quadriques sén molt importants en I'estudi del
calcul diferencial de diverses variables.

5.1 Coniques

Anomenem coniques les corbes que s’obtenen com la interseccié d’un pla i un con de doble
full, considerant que el pla no passa en cap cas pel vertex del con, perque en aquest cas la
figura resultant seria una conica degenerada (punts o bé rectes). Aquestes corbes sén corbes
planes que es poden escriure com el conjunt de solucions d’una equacié de segon grau i sén la
circumferencia, I’ellipse, la parabola i la hiperbola.

e La circumferencia és la corba plana que resulta de tallar la superficie d’un con de revolucié
per un pla parallel a la base del con.

e L’ellipse és la corba plana que resulta de tallar la superficie d'un con de revolucié per un
pla que no és parallel a cap de les seves generatrius.

circumferencia el-livse

Fig. 5.1
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e La parabola és la corba plana que resulta de tallar una superficie d’'un con de revolucié
per un pla parallel a una de les seves generatrius.

e La hiperbola és la corba plana que resulta de tallar una superficie d’un con de revolucié
per un pla parallel a dues de les seves generatrius.

N

parabola hiverbola

Fig. 5.2

5.1.1 Circumferéncia

Definicié 5.1.1. (Circumferéncia) Considerem (a,b) un punt del pla ir >0 (r € R). Anome-
nem circumferéncia de centre (a,b) i radi r el conjunt de punts (z,y) € R? tals que la
distancia al punt (a,b) és r.

y A

(xy)

=Y

Fig. 5.3

Propietat 5.1.1. (Equacié canonica de la circumferéncia) Un punt (z,y) € R? pertany a la
circumferéncia de centre (a,b) i radi r si, i només si,

(2 —a) + (y — b)? = 12
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5.2 Quadriques

Les quadriques sén una generalitzacié de les coniques a R3 en el sentit que sén figures de I’espai
de dimensi6 3 definides per polinomis quadratics en les coordenades (z,y, 2).

Definicié 5.2.1. (Quadriques) Una quadrica és el grafic d’una equacio de la forma
Az + By? + C22+ Day + Exz+ Fyz +Gr + Hy+ Iz +J =0

D’aquesta definicié es dedueix que les seccions a les quadriques per plans parallels als plans
coordenats (plans zy, zz 1 yz) sén seccions coniques.

Hi ha sis tipus basics de superficies quadriques:

e cllipsoide

hiperboloide d’un full (o reglat, perque conté rectes)

hiperboloide de dos fulls (o no reglat, perque no conté rectes)

con elliptic

paraboloide elliptic (o no reglat)

paraboloide hiperbolic (o reglat)

Estudiem ara quines son les equacions canoniques i les figures geometriques associades a cada
una d’aquestes superficies.

5.2.1 Ellipsoide

o4

RN
o

a1

2 2 2 e
T Yy 7 a3
atpta=!

Q4.

a8 -1 |

E-L]
.

Fig. 5.23 Ellipsoide

Les seccions per plans parallels als plans zy, xz i yz sén ellipses.
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Fig. 5.24

En el cas particular, a = b = ¢ = r tenim una esfera

Fig. 5.25 Esfera

5.2.2 Hiperboloide d’un full

Fig. 5.26 Hiperboloide d un full

© L'autora, 2004. © Edicions UPC, 2004



74 Fonaments de Calcul

Les seccions per plans:

e parallels al pla xy sén
ellipses

’
cdann
N

1
1
1
L}
1
1
[
et
I

e parallels al pla xz sén
hiperboles

e parallels al pla yz sén
hiperboles

Aquestes superficies reglades es poden trobar aplicades a ’arquitectura, i de manera molt par-
ticular en ’arquitectura gaudiniana. Gaudi va incorporar a l'arquitectura 1’hiperboloide d’un
full després de descobrir que era una forma Optima com a campana. La trobem a la cipula
central de les cavallerisses de la Finca Giiell, als capitells del Palau Giiell, a la volta per al gir
de carruatges a I’entrada del Parc Giiell i en el projecte del temple de la Sagrada Familia, on es
va transformar en la peca fonamental dels sostres de les naus. Per Gaudi, 'hiperboloide d'un
full era la superficie que simbolitzava la llum.

Tyy 1‘_“‘:']‘,. b |
Fig. 5.28 Volta hiperbolica per al gir Fig. 5.29 Coberta del temple de la
de carruatges al Parc Giiell Sagrada Familia
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6 Geometria classica

En aquest capitol tractem conceptes de geometria classica perque hi haura molts moments en que
el llenguatge geometric estara present en assignatures de les diferents titulacions d’enginyeria.

A continuacié farem referéncia a dues aplicacions de la geometria en camps ben diferents.

El projecte Galileu és, actualment, la iniciativa més important en el camp espacial a Europa.
Les seves aplicacions més importants seran la localitzacié de vehicles i persones, el control de
transit terrestre, maritim i aeri, el posicionament d’estructures d’enginyeria civil, la prospeccié
terrestre i maritima, la cartografia, els ajuts a ’agricultura i la pesca...

Xavier Benedicto, enginyer de telecomunicacions de TETSETB i director del projecte Galileu
a I’Ageéncia Espamal Europea, va respondre la pregunta, per que 30 satellits i a 23.500 metres
d’altura? “Es pura geometria. Es per garantir el mateix servei a tot el mon sense problemes
de densitat. Els nostres estudis ens han demostrat técnicament i economicament que escollim la
millor orbita i el millor nombre de satéllits. Si estiguéssim més lluny de la Terra, en podriem
tenir menys perque n’abracariem més, pero per mantenir la mateiza densitat necessitariem més
poténcia. Si estiguéssim més a prop, en necessitariem molts més. A més del collapse, els satel-
lits a baira altura van massa rapid i podrien ocasionar problemes.”

El text segiient fa referéncia a ’obra de Gaudi.

“En general, i és clar que hi ha excepcions, l'arquitectura convencional s’ha fet a partir d’una
geometria que, malgrat emprar formes simples (com els triangles, els quadrats i els cercles en el
pla, i els prismes, els cubs, les piramides, els cilindres, les esferes, etc., en l’espai), és el resultat
de laplicacio rigorosa del regle i el compas. Per aixo, quan Gaudi va descobrir -evidentment, no
les va itnventar- les denominades superficies reglades, compostes per linies rectes, que determinen
superficies corbes en l’espai, com el paraboloide, Uhiperboloide, l’helicoide i les que se’n deriven,
va trobar un camp d’exploracio que el va fascinar tant que hi va dedicar els darrers anys de
la seva vida. I €s que les superficies reglades, les quals, d’altra banda, son facils de resoldre
constructivament, li van permetre ampliar el repertori de les seves formes i aconsequir solucions
fins aleshores inedites, tant com els murs com en les voltes o cobertes.

Dues son les vies que van portar Gaudi a treballar amb la geometria de [’espai reglat: una és
Uanalisi que des de la seva infantesa havia fet de les formes naturals (troncs d’arbres, ossos,
crustacis, etc.), i Ualtra, el seu domini de la geometria de l’espai i la necessitat que tenia d’ex-
perimentar amb les tres dimensions. (...)

La manera com Gaudi entenia la ciéncia i la técnica és prozima a la de Leonardo, que ho pas-
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sava tot pel sedas de l'experimentacio. Els dos van arribar a la teoria a partir de l’observacio
i analist i, en aquest procés, el dibuix, les maquetes, les provatures, etc. son essencials. Per
aizo Leonardo i Gaudi, Gaudi i Leonardo van poder anar més enlla de les superficies i descobrir
les forces internes dels cossos. Aixo, no obstant, la de Gaudi no és una geometria com la que
Leonardo va denominar De ludo geometrico, que permet jugar amb les formes i les proporcions.
Tot al contrari, la seva és una geometria destinada a facilitar els processos constructius, per
treure el maxim profit de les formules tradicionals i assequrar l'estabilitat dels edificis. La de
Gaudi és una geometria que neix de les descobertes personals que fa després d’una recerca con-
tinuada. Gaudi va dir: “Séc geometra, és a dir, sintétic”, “Jo ho calculo tot”, “La geometria
en l'ezecucid de les superficies no complica, siné que simplifica la construccié”.[19]

Si voleu ampliar la informacié d’aquest capitol, trobareu una bona referéncia a la pagina
http://mathworld.wolfram.com/topics/Geometry.html, i especialment als apartats Plane Geo-
metry i Solid Geometry.

6.1 Poligons

Definicié 6.1.1. (Poligon) Un poligon és una figura plana tancada de n costats rectilinis. Si
tots els costats tenen la mateiza longitud i els angles del poligon son iguals, el poligon s’anomena
regular.

La paraula poligon prové del grec de moAv (poly) i ywria (gonia) que vol dir angle.

Les formes poligonals planes estan molt presents en 'obra de Gaudi en dos ambits: com a
formes determinants d’elements constructius (plantes, finestres, separadors, rajoles, etc.) i com
a formes generadores de decoraci6 (ceramica, lletres, trencadis, etc.).

Els poligons plans regulars més usuals son els triangles, els quadrats, els pentagons, els hexagons,
els octagons, els decagons i els dodecagons. En sén exemples emblematics, entre d’altres, els
triangles de maé de Bellesguard, les rajoles quadrades de la Casa Vicens, les finestres pentagonals
del Capricho i les rajoles hexagonals del passeig de Gracia de Barcelona.

Fig. 6.1 Mosaic de parquet de la Casa Mila
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7 Nombres complexos

A principis del segle XIX, Karl Friedrich Gauss (1777-1855) i William Rowan Hamilton (1805-
1865) independentment i gairebé al mateix temps van proposar la idea de definir els nombres
complexos com a parells ordenats (a,b) de nombres reals que tenen unes certes propietats.
Aquesta idea és la que us presentem a continuacio.

7.1 Definicions

Definicié 7.1.1. (Nombre complex) Es defineix el conjunt C dels nombres complexos com el
producte cartesia

C=RxR={(a,b) | a,b,e R}

és a dir, que un nombre complex s’identifica amb un punt del pla.

Si z = (a,b) és un nombre complex, direm que a €és la part real de z i s’escriu Re(z) i que b és
la part imaginaria de z que escriurem Im(z). Direm que z = (a,b) esta expressat en forma
cartesiana.

Definicié 7.1.2. (Operacions suma i producte) Si (a,b) i (¢,d) sén dos nombres complezos,
definim
(a,b) + (c;d) = (a+ c,b+ d)
b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
u

Amb aquestes operacions, (C,+,-) és un cos conmutatiu.
Definicié 7.1.3. (Unitat imaginaria) Es defineix i el nombre complex i = (0,1).

En assignatures, com per exemple electrotecnica, la unitat imaginaria s’acostuma a escriure amb
la lletra j.
Observem que i = (0,1) - (0,1) = (—=1,0). Com que els nombres complexos de la forma
(a,0) tenen exactament el mateix comportament respecte a la suma i multiplicacié de nombres
complexos que els nombres reals respecte a les seves operacions de suma i producte, escriurem
(a,0) simplement com a a.
Per tant,

i2 = —1

Observeu que v/—1 = %1, per tant, quan treballem amb nombres complexos té sentit treballar
amb arrels de nombre negatiu, cosa que no té sentit quan estem en R.
Fixem-nos que podem escriure

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi
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Aquesta és una forma molt habitual d’escriure els nombres complexos i s’anomena forma
binomica.

Definicié 7.1.4. (Oposat) Si z = (a,b) direm que l'oposat de z és el nombre complex
—z=(—a,—b)
Definicié 7.1.5. (Conjugat) Si z = a + bi definim el seu conjugat, que escriurem z, com a
zZ=a—bi

Definicié 7.1.6. (Invers) Si z = a + bi, amb (a,b) # (0,0), es defineiz el nombre complex
invers de z, que escriurem z~1, com a
11
a+bi

Vegem ara quina és en aquest cas la seva part real i la seva part imaginaria,

1 1 a— b a— b a b

a+bi atbi a—bi @2+ @2+ a2+

@) (g e ) = (10

a2 +b2" a2+ b2

Comproveu que

Definicié 7.1.7. (Modul) Si z = a + bi és un nombre complez, definim el seu modul, que

escriurem |z|, com a
|z| = Va? + b?

Observeu que |z| és la distancia de z a (0,0). En general, la distancia entre dos nombres
complexos z i w es defineix com a |z — w|

Propietat 7.1.1. Si z ¢ w son nombres complexos, es compleizx

1.z==2

2. Z=2z & z és real
3. z+w=z4+w
==

S. Zw=z-w

6. 21 =), siz2#0
7 2P =22

8. |z w| =|z] - |w]|

9. |z +w| < [z| + |wl

Exemple 7.1.1. Proveu que si z,2' € C, es verifica que:

1
2 4127 = 502+ 21 + 2 = 21
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8 Polinomis reals

En aquest capitol estudiarem els polinomis definits a nivell de matematiques elementals i ens
interessa recordar-ne les operacions algebraiques i I’'estudi de les arrels i factoritzacié dels poli-
nomis. En un curs més elevat d’algebra, es defineixen els polinomis com una successié de nombres
i de manera totalment coherent amb el que ara estudiarem.

8.1 Definicions i exemples
Definicié 8.1.1. (Polinomi) Definim un polinomi real com a
p(x) =ap+ a1z + - + ap_12" 1 + apz”

essent ag,ai, - -+ ,a, nombres reals que s’anomenen coeficients i x una variable indeterminada.
Aquesta forma s’anomena expressio canonica del polinomi.

1. Si a, # 0 direm que aquest polinomi té grau n.

2. Anomenem R[z] el conjunt dels polinomis reals, és a dir, dels polinomis amb coeficients
reals.

3. Direm que dos polinomis sén iguals si tenen iguals els seus coeficients respectius. Per tant,
donats dos polinomis p(z) = ag + a1z + -+ + apz™ i q(x) = by + b1z + - - - + bpa™, direm
que

(p(zr)=¢q(x)) <= (n=m i a;=0b; Yi=0,1,--- ,n)

Definicié 8.1.2. (Funcid polinomica) A tot polinomi real p(x) = ag+air+- - +a,_12" 1 +a,z"
se li pot associar una funcio f : R — R definida per

fl)=ap+arx+---+ an_12" '+ a,z" VreR
anomenada funcid polinomica associada al polinomi.
Exemple 8.1.1. (Ezemples de funcions polinomiques)
1. Funcio constant: f(x) =a
2. Funcio afi: f(x) =ax+0b, a#0
3. Puncié quadratica: f(x) = ax?+bxr+c, a#0

4. Funcié cibica: f(z) =az® +bx® +cx+d, a#0
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8.2 Algebra de polinomis

Si p(z) i q(x) sén dos polinomis reals
p(x) =ao+aix+---+apx" i q(x)=by+bix+---+bypa™
definim

1. suma
p(z) + q(x) = (ao + bo) + (a1 + b1)x + - - + (ar + by)z"

essent r = max{m,n}
2. producte per escalar

Ap(x) = Xag + Aai1x + -+ + Aapz™  (essent A € R)

3. producte

p(z)q(x) =co+crz+ -+ cppma™™

oncp= Y ab; (0<i<n, 0<j<m)

Exemple 8.2.1. Si p(z) = 223 + 52 — 7 i q(v) = 2% — 22 + 1 calculeu p(z) + q(z) i p(z)q(z).

Per sumar i multiplicar polinomis s’acostumen a escriure tal com ho farem en aquest exemple.
Aquesta metodologia permet simplificar molt el calcul d’aquestes dues operacions.

suma
23 +5x -7

2 —2r +1

20 422 +3x —6

D’aquesta manera obtenim p(z) + ¢(x) = 223 + 2% + 32 — 6.

producte
223 +5x -7
2 —2x +1
223 +5x -7
—4* —102% +14x
220 +523 —T7x?

20° —dx' 4723 —172% +192 —7
D’aquesta manera obtenim p(z)q(z) = 225 — 4z + 72% — 1722 + 192 — 7.

Exemple 8.2.2. Donats els polinomis p(x) = %x‘? — 4x + %, q(r) = 32% — 223 + %a: +4
r(z) =522+ 223 — Lo+ 3, caleuleu p(z) + q(z) + r(z).

1/223 —4x  +1/4
—22% 322 +1/3x +4
3/4z% +5x2 —1/5x  +3/2

—3/42% +8x% —58/15x +23/4
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9 Trigonometria. Funcions
trigonometriques

La trigonometria i les funcions trigonometriques tenen molta importancia en gairebé totes les
assignatures de les diferents titulacions d’enginyeria, per tant és indispensable el seu bon coneixe-
ment.

Els egipcis i babilonis ja coneixien i havien utilitzat propietats relatives a les raons entre els
costats de triangles semblants, encara que sense escriure-ho de manera explicita. Es diu que
Thales de Milet (ca. 624-548 a. C.) i Pitagoras de Samos (ca. 580-500 a. C.) van aprendre
geometria a Egipte i a Babilonia.

Amb els grecs ens trobem per primera vegada amb un estudi sistematic de les relacions entre
els angles centrals d’un cercle i les longituts de les cordes corresponents. A les obres d’Euclides
(aprox. 300 a. C.) no hi ha trigonometria en el sentit estricte, pero si que hi ha teoremes
equivalents a lleis o férmules trigonometriques concretes. A la segona meitat del segle I a. C.
sembla que es va compondre la primera taula trigonometrica per part de 'astronom Hiparc de
Nicea (180 a. C., 125 a. C.) i des de ’época d’Hiparc fins a I’edat moderna no hi va haver res
semblant a les nostres raons trigonometriques.

El frances Frangois Viete (1540-1603) esta considerat el pare de la visi6 analitica de la trigonome-
tria. Ell va considerar la trigonometria com una branca independent de la matematica i va
calcular unes taules de les sis funcions trigonometriques per a angles de minut a minut, encara
que llevat de la funcié sinus no va utilitzar els noms actuals de les funcions trigonometriques.

Entre les aplicacions a la trigonometria podem destacar la resolucié de triangles i el seu s en
topografia. Una de les fites més importants en topografia fou la mesura, mitjancant triangula-
cions, de ’arc meridia que hi ha entre Paris i Barcelona, i aquesta mesura es va fer servir per
donar la primera definicié de metre, base del sistema metric decimal. Si aneu d’excursié per
la pista forestal que va d’Ogassa a Camprodon, a la comarca del Ripolles, passareu per aquest
meridia i hi trobareu un petit monument que fa referéncia a la unitat de longitud del metre.
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Us trobeu en un punt de creuament dal Meridia Ve
amb &l Meridkh da Parls, un segment del qual, el que
de Dunkemue a Barcelona, va ser utlitzat per definir
unital de longitud del matre (m).

L'any 2000 es van commemaorar els dog segies
ledsténcia o' aquesta mesura |, par celebrar-ho, sis Qove
catalh | francés van tracar el recomregui del Mendia
que coincideix parcialment amb of Merdid de Paris.

Y

Fig. 9.1 Definicié de la unitat de longitud (el metre)

9.1 Mesura d’angles

El primer objectiu d’aquest capitol és familiaritzar-nos amb els diferents sistemes de mesura
d’angles: el sexagesimal i el radian. La mesura en radians és la més usada en calculs cientifics.

Els angles positius sén els que es medeixen en sentit contrari al de les agulles d’un rellotge, i els
negatius en el sentit de les agulles del rellotge.

Fig. 9.2 Angle positiu Fig. 9.3 Angle negatiu

Recordem que en una circumferencia, un angle de “volta sencera” s’associa a 360 graus, “mitja
volta” és 180 graus, i per tant “un quart de volta” és ’angle de 90 graus.

Una altra unitat de mesura d’angles és el radian.

© L'autora, 2004. © Edicions UPC, 2004



10 Funcions exponencials i funcions
logaritmiques

Les funcions exponencials historicament es solen atribuir a Jean Bernoulli (1667-1748) perque
es va dedicar a estudiar no només les corbes exponencials simples y = a®, siné també les
exponencials generals, com ara y = x®. Al calcular 'area limitada per la corba y = x, i les
rectes x = 0 i x = 1, va trobar la sorprenent representacié en forma de serie

1 1 1 1

ot o

resultat que va obtenir d’escriure 2% = *"?_ desenvolupant amb la seérie de la funcié exponencial
i integrant terme per terme, utilitzant el metode d’integracio per parts.

10.1 Funcié exponencial

Definicié 10.1.1. (Funcié exponencial) Donat a un nombre real estrictament positiu diferent
de 1 (a € R, a >0, a#1), definim la funcié exponencial de base a com la funcié real de
variable real

erp,: R — R

r — expy(x) =a”

Observem que si a < 0, hi ha valors de x € R tals que a” no és un nombre real. Per exemple, si
1
a=-2ix=-1 (=272 = —

1
> EIENE A

Representacié grafica

Els grafics de les figures s’han obtingut amb MAPLE, tal com indica la figura 10.1.

Si a > 1, la funcié exponencial és estrictament creixent en R, veiem a la figura 10.1 el cas
particular de a = 2.

> plot(27x,x=-2..2,y=-1..4);
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w-

Fig. 10.1 Grafic de la funci6 2*

Si0 < a< 1, la funcié és estrictament decreixent en R, tal com es veu a la figura 10.2

fx0)= (21) 3 fo=2"

| _
N
1]
w
1]
N
[
—
(@]
d
XN
w
N

Fig. 10.3 Grafics de les funcions 27 i (3)®
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11 Funcions reals de variable real.
Limits 1 continuitat

No cal dir que les funcions son les eines basiques de 'estudi del Calcul. Per tant, és molt impor-
tant saber treballar amb elles i amb els seus conceptes associats. En aquest capitol destacarem
la importancia del concepte de limit i de continuitat d’una funcié real de variable real.

L’alemany Karl Weierstrass (1815-1897) de la Universitat de Berlin a més de donar una definicié
satisfactoria de nombre real, va obtenir una definicié depurada del concepte de limit. La definicié
d’ Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) -el matematic frances més important de la seva epoca-
utilitzava expressions del tipus “valors successius”, “aproximar-se indefinidament”, o “tan petit
com un vulgui”, que tot i que sén interessants des del punt de vista pedagogic, els manca la
precisié que s’espera de les matematiques.

H.E. Heine (1821-1881), deixeble de Weierstrass, en la seva obra Elemente de 1872, escrita sota
la influencia directa de Weierstrass, definia el limit d’una funcié f(z) en o de la segiient forma:

Si donat qualssevol ¢, existeix un 79 tal que per a 0 < n < g,
la diferencia f(zo=£mn)— L és més petita en valor absolut que
g, aleshores es diu que L es el limit de f(x) per a x = xo.

Tant el llenguatge com el simbolisme utilitzats per Weierstrass i per Heine, precisos i inequivocs,
van desterrar de ’analisi els recursos d’idees intuitives per donar lloc a la precisi6 logica. Es pot
dir que havia arribat I’“Edat del Rigor”. Actualment la n de Weierstrass s’ha substituit, gairebé
universalment, per una altra lletra grega, la §, pero aquest ha estat practicament 1'inic canvi, i
la definicié de limit d’una funcié que apareix en els texts és essencialment la mateixa que varen
introduir Weierstrass i Heine fa poc més d’un segle.

11.1 Definicions basiques

Definicié 11.1.1. Definim funcié o aplicacié qualsevol terna (A, B, f) formada per dos con-
junts no buits A i B i una correspondéncia f entre ells que assigna a cada element x € A un
unic element y = f(x) € B.

El conjunt A s’anomena domini de la funcio i s’escriu A = Domf. B és el conjunt d’arribada
de la funcio. Si (A, B, f) és una funcid, direm que f és una funcic de A en B i s’escriu

fiA— BobéA 1. B. S$i AcR direm que la funcio és de variable real o d’una
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variable; i si B C R direm que la funcid és real. Al nombre y = f(x) se l’anomena valor o
la tmatge de f en x. Direm que x és la variable independent perqué pot prendre qualsevol
valor del domini, © anomenarem y la variable dependent perqué el seu valor numeéric depén
del valor x.

Definicié 11.1.2. Considerem la funcié f: A — B.

1. El conjunt
f(A)={yeB|y=f(z), =€ A}

l’anomenem recorregut o imatge de f. S’escriu Imf.
2. El grafic de f és el subconjunt de A x B definit per
Graf(f) =A{(z, f(z)) | = € A}
3. Siy € B s’anomena antiimatge o imatge inversa de y el subconjunt de A donat per
Fy)={zecA| flx) =y}
4. Si B' C B, s’anomena antiimatge de B’ el subconjunt de A donat per
fUB)={zeA| f(x) e B}
5. 8i D C A, s’anomena restriccié de f a D laplicacié f|, : D — B definida per
flp (z) = f(x).
Definicié 11.1.3. Si f : A — B és una aplicacio, llavors
1. fésinjectiva < [ f(z) = f(y) =z =y | e [z #y= f(z) # f(y) ]
2. fés exhaustiva < [Vye B Jx e A | f(z) =y |
3. f és bijectiva < | f és injectiva i f és erhaustiva ]

Observem que hi ha figures geometriques tan importants com per exemple les circumferencies
o les ellipses que no es poden transformar en el grafic d’'una funcié. No obstant aixo, l’estu-
di d’aquestes figures geometriques es pot reduir a l'estudi de les funcions. Per exemple, les
circumferencies de centre (0,0) i radi 7 > 0

2+ y? =1
estan formades pels grafics de dues funcions:
flxy=vr2—22 —r<z<r
i
glx)=—vr2—22 —r<z<r

Observem que aquestes funcions f i g no sén uniques.

També és interessant comentar que hi ha funcions el grafic dels quals és impossible de dibuixar.
Per exemple, la funcié
1 st z€Q
flx) = : _
0 si zeR-Q
El grafic d’aquesta funcié ha de contenir infinits punts de 1’eix horitzontal i també infinits punts
de la recta y = 1, perd no pot contenir cap d’aquestes linies enterament.
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12 Derivades de les funcions
elementals

Aquest capitol es dedica fonamentalment a ’estudi de la derivada d’una funcié, concepte basic
del calcul diferencial.

El 1682 va apareixer la primera gran revista cientifica internacional, I’Acta Eruditorum, on
Leibniz va publicar un darrere ’altre els resultats que constitueixen els fonaments del calcul
infinitesimal. L’Acta de 1684 conté el que es considera com el primer tractat sobre calcul dife-
rencial, amb un titol que deia aproximadament Un nou meétode per a mazxims, minims i tangents
que també serveir per a wvalors fraccionaris i irracionals i que per tant constitueir un tipus de
calcul sense precedents. Alla va apareixer per primera vegada impres el simbol d i enunciades les
regles de diferenciacié de la suma, diferéncia, producte, quocient, regla de la cadena, la derivada
segona, la resolucié d’equacions diferencials per separacié de variables i les condicions dv = 0
per al calcul de valors extrems i ddv = 0 pel que fa als punts d’inflexié.

L’any 1676 Newton va escriure el Quadratura curvarum, que va ser publicat el 1704 i on intenta
acabar amb la notacié d’infinitament petit, introduint el métode de les raons primeres i ultimes,
que correspon a la formacié de la derivada com a

Fe) 1 L) = @)

h—0 h

i representa 1'iltima i definitiva concepcié de Newton pel que fa al calcul infinitesimal.
Fins a principis del segle XIX, no es va concloure la fonamentacié del calcul, superant els pro-
blemes de rigor, sobretot pel que fa referéncia al concepte de quantitats infinitament petites.

12.1 Definicions basiques

Definicié 12.1.1. (Derivabilitat d’una funcié en un punt) Sigui f: I — R funcid definida en
un interval obert I i considerem un punt a € I. Direm que f és derivable en a si existeix el
limat,
_ h) —
) i TE = I@ _ fash) — fa)

r—a T —a h—0 h

i en cas que existeixi i sigui finit s’anomena derivada de f en a. També s’utilitza la notacid
Df(a) o bé, en assignatures més técniques, f(a).

© L'autora, 2004. © Edicions UPC, 2004



172 Fonaments de Calcul

Definicié 12.1.2. (Derivabilitat en un conjunt) Direm que una funcié f: A C R — R és
derivable a I C A si f és derivable en tot punt del conjunt I. Aquest conjunt s’anomena domini
de derivabilitat de f i habitualment és un interval obert (a,b) C R.

Definicié 12.1.3. (Funcié derivada) Si f: I C R — R és derivable Vo € I, s’anomena funcié
derivada de f l’aplicacio

v I =R
z — f(z)

Exemple 12.1.1. Estudieu la derivabilitat de la funcio f: R — R definida per

0 si <0
flx) =< 223 +42® si 0<x <1
1 si x>1
en el punt z=0.
f(@)=f(0)

Si existeix f’(0) sera el valor del lim

z—0

z—0

Com que el valor de f(z) depén de si x > 0 o < 0, per calcular el limit hem de considerar

els limits laterals (recordem que lim+ f(z) (limit lateral per la dreta) vol dir considerar x > a i
T—a

lim f(x) (limit lateral per 'esquerra) vol dir considerar valors x tals que x > a.
Tr—a~

El limit existira en cas que existeixin els dos limits laterals i coincideixin.

Calculem, doncs, els limits laterals del nostre exemple

lim {@=SO) — gy 2e8de® gy (22% +4z) =0
o+ 0 S0t ® o+

i L2=10) —IhISl 0~ lim 0 :00

rz—0~ z—0 z—0— 7 x~>0—

Per tant, f és derivable ax =01 f/(0) = 0.
Exemple 12.1.2. FEstudieu la derivabilitat de la funcio valor absolut a l’origen de coordenades.

N . i >0
Recordem que |.| : R — RT esta definida per |z| = { rostxz
—x si x<0
Aquesta funcié és derivable a x = 0 si existeix

lim L‘ — 10 = lim m

z—0 x—0 z—0 T

Calculem, doncs, els limits laterals

lim o lim %— lim 1=

z—0t z—0t z—0+

lim |§—|— lim %— Iim —1=-1
z—0~ z—0~ z—0~

Com que els limits laterals no coincideixen, podem afirmar que el limit 111% |mz| |00‘ no existeix i,

per tant, la funcié valor absolut no és derivable a ’origen de coordenades.
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13 Aplicacions de la derivada

El concepte de funcié derivada és una eina fonamental en les enginyeries. Podem trobar la
derivada dins de moltissimes expressions que expliquen comportaments fisics que s’estudien, de
vegades en expressions molt complexes, perd també en altres relacions molt senzilles entre vari-
ables, establertes unes hipotesis significatives.

N’és un clar exemple el calcul del cabal d’aigua que s’infiltra pel sol entre dos embassaments
com els de la figura 13.1, suposant que el flux d’aigua és unidireccional (seguint la direccié de
leix de les x) i el fons és impermeable (no s’infiltra aigua cap avall). Podem trobar el cabal
d’aigua a partir de la variacié de I'energia de ’aigua per unitat de pes en cada punt, i per tant
mitjancant una expressié que conté la seva derivada.

dh

= —kA—
@ dx

, . 3
Q és el cabal d’aigua expressat en =~

2

A l'area de la secci6 estudiada expressada en m

h lenergia de l'aigua del terreny per unitat de pes expressada en m

k la permeabilitat del sol expressada en

h=500
-

M h=400

impermeable 2
_°.

Estrat argilos
Estrat impermeable

i } = >

x=0 x=1000

Fig 13.1

Suposant que tenim

e un estrat llimds per on es filtra I'aigua de 20 m de profunditat amb permeabilitat k =

-3 _ -5
1073em = 1075m
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184 Fonaments de Calcul

e un estrat impermeable (no pot passar aigua) sota l'estrat 1limds

e cls embassaments tenen una amplada de 100 m, estan a cota 500 m i 400 m respectivament
i disten 1 km

e la perdua d’energia és lineal amb la distancia

Com que la perdua d’energia és lineal, podem establir la segiient llei d’energies:

400m — 500m
h(zx) = ———— 500 = —0,1 500
(@) 1000m 18t
Per tant,
dh
— =-0,1
dx ’
Aplicant la féormula presentada, el cabal val
3 3
Q=Q,=-10""".100m - 20m- (-0,1) =2-1073 " =172 7=
S S dia

Per tant, tenim una perdua del primer embassament cap al segon de 172 %

13.1 Regla de I’Hopital

El matematic frances Guillaume F. A. de I'Hopital (1661-1704), marques de I'Hopital, va pu-
blicar una férmula coneguda com la regla a finals del segle XVII. De fet, aquesta regla es diu
que va ser descoberta pel mestre de I’'Hopital, Johann Bernoulli (1667-1748).

Teorema 13.1.1. (Regla de I’Hopital) Siguin f i g dues funcions derivables en (a,b), on —oo <
a<b<+ooiamb g (x)#0 en un entorn de a.

1. 8 lim f(z)=0, lim g(x)=0:¢ lim L@ — 1, on 1 pot ser un nombre real, —co o bé
r— at z— at z— aqt+ 9 (z)
400, aleshores
lim M =1
ot ()
Fla) [, onl pot ser un nombre real, —oo o bé

2. bi $En;+ flz) = IEH;_ g(w) =00 i xEH;— g'(x)
400, aleshores

=
=

lim —= =]
e— at g(z)
Un enunciat analeg és cert en el punt b.
Exemple 13.1.1. Calculeu
. Inz
lim T
a— llnx + £
Com que
1 1
lim +—%4 =~
rz— 1 P + 2 2
aplicant la regla de I’Hopital, deduim que
1 1 1
1mL_1:hm 1 J,’l = —
m—>1]n{[;—|—xT m—>1§—|—$—2 2
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14 Calcul de primitives

El calcul integral té els origens en el problema de calcular ’area sota una corba plana.

Fig. 14.1

L’any 1686, a ’assaig De geometria recondita, de Gottfred Wilhelm Leibniz, s’exposen les regles
fonamentals del calcul integral, s’indiquen el caracter invers de les operacions d’ integracié i
diferenciaci6 i s’utilitza per primera vegada el simbol | (inicial gotica de la paraula suma), perd
Leibniz encara fa servir I’ expressié methodus tangentium inversa o calculus summatorius. La
primera vegada que es va utilitzar el terme integral va ser Jakob Bernoulli (1655-1705) Iany
1690, i el 1698 Leibniz i Johan Bernoulli (1667-1748) van acordar la notacié calculus integralis.
Cauchy va introduir molt més rigor en el desenvolupament de la teoria de la integral que va ser
generalitzada més endavant per Riemann i finalment per Lebesgue (1875-1941).

Isaac Barrow (1630-1677) va escriure ’anomenada regla de Barrow, on es relacionen els conceptes
de derivada i integral i es fa possible el calcul d’una integral d’una funcié real de variable real
definida en un interval utilitzant el concepte de funcié primitiva que donarem tot seguit. La

regla de Barrow dira que si
f:]a,b] — R és una funcié continua que té primitiva una funcié F, aleshores,

b
[ r=r)-F@

Per tant, entenem el calcul de primitives com ’element essencial del calcul integral.
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208 Fonaments de Calcul

En aquest capitol veurem metodes que permeten calcular primitives d’una gran varietat de fun-
cions. Estudiarem el metode d’integracié per parts, el teorema del canvi de variable i donarem
els meétodes més usuals de calcul de primitives per a funcions racionals, trigonometriques i irra-
cionals. D’altra banda, el calcul de primitives és un bon tema per desenvolupar les habilitats de
calcul, important en totes les branques de les matematiques.

Actualment hi ha sistemes d’integracié simbolica molt bons que permeten calcular primitives,
tot i que per poder-los utilitzar s’han de coneixer certes tecniques d’integracié. Nosaltres in-
troduirem i comentarem exemples fets amb MAPLE 7, INTEGRATOR i WIRIS, sistemes que
permeten obtenir rapidament les integrals de moltes funcions. Hem de tenir molt clar que el
perfeccionament de la tecnologia fa que la metodologia a vegades perdi importancia, pero en
cap cas perden importancia les idees i els metodes de raonament.

14.1 Primitives i integral indefinida

Definicié 14.1.1. (Primitiva d’una funcié real de variable real) Direm que F' és una pri-
mitiva de f : [a,b]—R, que se suposard acotada, si F és continua en [a,b] i derivable en (a,b)
amb F'(x) = f(z) Vz € (a,b).

Definicié 14.1.2. (Integral indefinida) Si F' és una primitiva de f en [a,b] llavors qualsevol
altra primitiva G difereiz de F' en una constant, és a dir G(xz) = F(z) + C. Al conjunt de totes
les funcions primitives de f en [a,b] ’anomenem integral indefinida de f en [a,b] i se simbolitza
mitjancant [ f(z)dz.

/f:{F-i-C | I/ = f, C constant}

14.1.1 Integrals immediates

La definici6 de primitiva permet entendre el procés d’integracié com un procés de derivacié inver-
sa o antiderivacio. Les regles de derivacié de les funcions més usuals condueixen a I’anomenada
taula d’integrals immediates, i va ser Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) qui va construir
la primera taula d’integrals. No existeix un criteri objectiu per determinar si una integral és
o no immediata, d’aqui que la taula pugui apareixer amb diferent nombre d’entrades segons la
font. (C indica una constant qualsevol.)

xn+1
n _ -1
/x dx n+1+C, n #
1
/dm = In|z|+C
x
/axdx = 2 4c (a>0, a#1)
Ina

/ezdx = "+ C
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